ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

PME 3200 — MECANICA Il —Prova substitutiva — 30 dejunho de 2016
Duracédo da Prova: 120 minutos (ndo € permitido usde calculadorastablets e dispositivos similares)

QUESTAO 1 (3,5 pontos).O disco de massa e raior realiza movimento de rotacdo em torno do aixocom

@ =-wsl ,w; congt., a0 mesmo tempo em que, arrastado pelo sup&tem forma de garfo gira em torno do

eixo fixo OZ com @ = wK, w const. Conhece-se a distAndC = ¢, admite-se
que a massa do supo@B seja desprezivel e que os vinculos sejam iseBtos
atrito. Utilizando os versores da base mdvgk solidaria ao suport@B, pede-

se:

(a) o vetor rotacdo absoluta do disco;

(b) o momento da quantidade de movimento do discoetando ao polc ;

(c) a aceleracdo do ponto do disco;

(d) a expressdo do Teorema da Resultante para o disco;

(e) a expressdo do Teorema do Momento da Quantidabl®denento para o
disco, relativamente ao polo;

QUESTAO 2 (3,0 pontos)Duas barra®p e OQde massas e Ins/tjtj/lglp lal - Instante do Choque

comprimentos iguais, respectivamentey & ¢, sdo articuladas en@. 0Q
Nas extremidade® e Q de ambas as barras existem pequenas saliéncias, '
conforme indicado na figura. Partindo do repousopmmicdes angulares 1
simétricas 6, =60°, medidas a partir do eixo vertical, as barras &ém
chocar-se no instante em que se alinham com @&akei@racas as /
saliéncias enP e emQ nao ocorre contato entre quaisquer outros pontos /
das barras que nd®e Q. O coeficiente de restituic&é dado). Pedem-se: /;
a. avelocidade angular das barras no instante insdéaite anterior ao _ :
choque; ! : e
b. os diagramas de impulsos nas barras;
c. as velocidades angulares das barras e os impelstdgos emO para o instante imediatamente posterior ao
choque.

s bt i

[e}e]

2
Obs: (1) Jo; :m% ; (2) para o0 equacionamento, desprezar as espsskgdarras.

QUESTAO 3 (3,5 pontos)Duas barras de iguais

comprimentos e massase m, respectivamente,

estdo articuladas entre si no portenquanto

suas extremidades ligam-se aos supoBtes

C (apbios simples) e a molas de mesma constante

elasticak, presas a paredes verticais e restritas a

deslocarem-se apenas na horizontal. A posicao de

equilibrio estatico do sistema corresponde a

configuracdo em que ambas as barras formam com

a vertical um angul@ = 45° (desenho em linha

continua). A figura desenhada em linhas tracejadas

representa um estado do movimento do sistema

correspondente a um valor genéricoddeAdmitindo comportamento simétrico em relacaota vertical que passa

pelo pontoA, pede-se determinar:

(a) a energia potencial do sistema,;

(b) a energia cinética do sistema;

(c) a equacdo de movimento do sistema,;

(d) a equacdo linearizada do sistema supondo que ras bealizem movimentos de pequena amplitude angula
em torno da posi¢éo de equilibrio (ou seja, quens@equenos os valores A€ = 6 - 77/4).
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RESOLUCAO DA QUESTAO 1

O vetor rotacéo absoluta do disco, é:

w=wK-wi = a)ll(K Eﬁ)— +(K ET)TJ—a)ZT = @(—sina—+cos§)—@T = (e sin@+w, )i+ cosd

(0,5 ponto)
A matriz de inércia do disco, em relacéo ao pole descrita na base mé\iIIZ , é:
-, -
m 9 0
2
rn.2
[ac=| o e 0
2
o o M
. 4 -
O momento da quantidade de movimento do discdjvataente ao pole, é:
-, -
m 9 0
2 ) - Sind—-w; ) )
Hel=Peldd=| 0 ™ 0 |3 acow |- (wsie-o + T acod
2 0
o o ™M™
L 4 -
(1,0 ponto)
A aceleragdo do ponto do disco, é:
dc =+ @K 0(C-A)+ wK DjwK 0(C-A)=0+aK 0|wK 07|
=alR Ty + K T)i|olalk o) + K T)i]04]
= a,l[—sina* + cos@] D[m_[—sina— + cosé}] Dﬁ] = m_[—sina— + cosé}] D[— m_fsin&?]
=-wfrsingcosd - afrsin® §
(0,5 ponto)

O diagrama de corpo livre do disco € apresentadigumia ao lado.

Aplicando-se ao disco o Teorema da Resultante seem-
-mgK + Xci +Ye] +Zck = méc

w@lrsinfcosd - il sin? 6T)
(1,0 ponto)

=N —mg(—sinéf +C056?)+ Xci +Yej +Zck = m(_

Da equacao vetorial acima, resultam 3 equacOetaessa

mgsind+ Xc¢ =-maf/sinfcosd
- mgcosd + Y = -maflsin® @

Zc =0

Resolvendo-se o sistema de equagdes acima, obtém-se
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X¢ =-maf/singcosd - mgsing
Yc = mgcosd - mafisin® @
Zc =0
Aplicando-se ao disco o Teorema do Momento da Qued# de Movimento, relativamente ao seu centro de
massa, tem-se:
- = - S\ mr? . - onr? -
Mg = wK D[HG] = a)l(—sma +cosé])DT(—w_Lsm0—a)z)| +Tw10036]
mr 2 . mr 2 . _.
=- wa cos@sm9+7a}l cosH(—wlsmé?—a)z) k
(0,5 ponto)

O diagrama de corpo livre do suporte € ilustradfiguaa ao lado
_XC

Considerando-se que a massa do suporte € despresiteoremas da
Dinamica, fornecem:

Xo = Xc =-maf/sin@cosd - mgsing

R=0 =Ye = 0 - maw?2/sin® @ Me
R=0=> Yo =Yc =mgcosf —ma/sin Yo
Zo=Zc =0
(o] C MOy
Mox =0 Moz

Moy =0 X
Mo, + Mg = Xcl =0

<
(@]

I
o!
Y

Da terceira equacao acima, obtém-se:
2

2, . . m? . mr .
Mo, = (— mwl!ésmecose—mgsmﬁ)/i—Twl c0595|n9—7a)1c039(—a43|n9+ a)z)
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RESOLUCAO DA QUESTAO 2

Aplicando-se o Teorema da Energia Cinética entiastantes inicial e o de ocorréncia do choque;gem

1 v/
2] = Jo,a? | =2mg| = - = cosd
(2 oz j mg(z 2 °j

2
:%wzzmg(f—fco%oﬂ: w=‘/3§€] 1)
(0,5 ponto)

No instante do choque, a velocidade do centro dsanda barra que realiza movimento horario, é:

— - — = Sg“ ZT 1 39(—-
Vg =Vo +@0(G-0)=0—-,[=kO|—=j |=—=, =i 2
e~ ©-0) 20 ( 2’] 2\ 2 )

lOlyT |02yT No exato instante do choque, as barras ficam asgjais impulsos indicados na figura ao
> < lado.

loix  loax

0 (1,0 ponto)

Como as barras tém iguais massas e comprimenatine disso, partem de posi¢cdes angulares simggita
relacdo a reta vertical , conclui-se que estarfgitas a idénticos impulsos no instante do choquesgja:

®3)
(4)

|lowx| =1 02x|

loty = loay

Aplicando-se o Teorema da Resultante dos Impulbasra que realiza movimento horario, tem-se:

—r — e I ;T 1 3g€— o d o
m(vG —VG):Il = m Vxl +Vgy] +§ 7| =H +lox +loy]

A equacdao vetorial acima produz duas equactetaessaa saber:

, 1 f39€ I +1ox
Vox = ——,|— +— 5
o 2V 2 m ()

Vi, = 1O ©6)

= —2
Y m

Aplicando-se o Teorema do Momento dos Impulsos shmaebarra, tem-se:
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2
Joz (o - )E=(Q—O)DIT:%[¢J+ 2—3}2=—5le

=2 39 (7)
m¢ 20

Aplicando-se a equacéo do campo de velocidadesa& ba instante imediatamente posterior ao chdguese:

Vs = +wk 0(G-0)=0+awk D[—éj]:a}%?,

Da equacéo vetorial acima, resultam duas equagtakaees, a saber:

, l
Vox =& E (8)
Vey =0 9)

A velocidade relativa de aproximacéo dos porR@&sQ, é:

U = Vp [y + Vo [y = Vp O +Vg -1 = (Vp —Vo)d (10)
e a velocidade relativa de afastamnento entre ssgpontos, é:

u'=("p -5 (11)

A equacéo do campo de velocidades, aplicada adegpPre Q fornece:

Vp =aK 0(P-0)= &k O(- )= i (12)
Vp =awk O(P-0)=wii (13)
Vo = —ek D(Q-0) = ~ak O~ ) = ~ar¥ (14)
Vo = -k O(Q-0)=-afii (15)

As equacg0es (10), (12) e (14) fornecem:

u=2al (16)
As equagoes (11), (13) e (15) fornecem:

u' =2t a7)
Da hipoétese de Newton, tem-se:

u' =-eu
200 = —eRPwl = o = —ew (18)

As equacoes (4), (5) e (9) fornecem:

|O)ﬁl. =0 (19)
loy2 =0 (20)
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As equac0es (1) e (18) fornecem:

= —e,}%?lz: barra que se movia no sentido anti-horério ashbeshoque (22)
wh = e‘/i—?ﬁ : barra que se movia no sentido horario antes dqueh (22)
(1,0 ponto)

As equagdes (7) e (22) fornecem:

3 V2

As equac0es (8) e (22) fornecem:

, 39/
Visx =§,/% (24)

As equacgdes (3), (5), (23) e (24) fornecem:

1+e |39/
lox = —loxe =m——,|—— 25
O Ox2 6 2 ( )

(0,5 ponto)
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RESOLUCAO DA QUESTAO 3

Adotando-sef como coordenada generalizada de equilibrio, agenpotencial para o sistema se escreve como

V= Ztﬁmggcos€+§(x—Xo)2]

em guex - xo € deformacao da mola medida a partir da posiedmdilibriox, correspondente & =45, ou
seja:

X—Xo = E(sine —%} (1)
Logo, resulta:
2

% :mégcose+k£2(sin<9—gj 2)
(1,0 ponto)

Por causa da simetria do problema, a energia cinét sistema de barras € dada por:

—omlq p2 1 o a2 2

Notando que, para a barAB, tem-se:

— — o o g / . - - B A f e - / . =

Vo = Vg +ak O(G-B)=xi +6& DE(sma +Cosf ) = (x—&’zcosejl + stma (3)

Assim, resulta que:

2 2 2 2
7= 02 [ x-0Lcoss| +62sin?g|=""" 6% + mx? - mxé cosd
12 2 4 3

Da equacéo (1), tem-se:

X = ( coshl

de modo que

2 2

T :%92+m€2c0§892—m€20052«992 :%92 (4)
(1,0 ponto)

O Lagrangeano do sistema, é:

me? 2Y)
L=T-V :T'HZ —mégcosﬁ—kﬁz(sine—7j (5)

A equacao de Lagrange, representativa do movintmngistema de barras, escreve-se como:
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dfoL) oL _,
dt\og) a6
Assim, resulta:

. ﬁ] =0 (6)

§m€292 - mlgsind + 2k cosH{sin6—7
(1,0 ponto)
A expressdo quadrética da fungéo energia poteecetorno da posicao de equilibrio, é:

V= 2(%C1162) = C1192

em que

R

Ci1 = _| =45
062

Calculando-se

LA —-mlgsind + 2k¢? sim9—é cosd
06 2
2
27\;:—m€gc050+4k€2 cos 0—2k€2[sin0—§]sin9

Assim, tem-se:

V2

1

G = —mig—— + 2k =

11 g 5 5
A expressdo quadrética aproximada da energia pateem torno da configuracdo de equilibrio, é:

V:(—fgngZJWZ (7)

Portanto, a equacao do movimento do sistema, ek em torno da posicao de equilibrio, é:

éw%{%ﬂ%—m%]w:o (8)

(0,5 ponto)



