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Resolucéo da 12 Questéo

Questdo 1 (3,5 pontos). Parte do sistema de
movimentacdo do papel de uma méaquina copiadora é
composto por um cilindro acionado por uma correia. O Ty
cilindro homogéneo, de centro G, raio R e massa M, j
pode girar em torno de seu eixo, ligado elasticamente a K AN i R

base da maquina por uma mola linear, conforme

mostra a figura. O eixo pode deslizar sem atrito sobre G! g

a guia horizontal. A folha de papel de massa m é 1IC

arrastada pelo cilindro por adesdo eletrostatica, sem : ]

que haja escorregamento relativo. Despreza-se 0 atrito —77 | ,/ X I~
| |

entre a folha de papel e o plano horizontal a ela
inferior. A mola, de rigidez k, opera na horizontal e

esta indeformada na posi¢do: x = 0 e 8 = 0. A correia que produz a forga horizontal F(t) pode ser

representada por um fio ideal enrolado na parte externa do cilindro, de momento de inércia Jg, = MR?/2.

Considerando as coordenadas generalizadas x, da folha, e 6, do cilindro, pedem-se:

a) avelocidade do centro do cilindro (escrita em termos das coordenadas generalizadas);
b) aenergia cinética do conjunto;

c) aenergia potencial e as forcas generalizadas ndo conservativas associadas a F(t);

d) asequacbes de movimento utilizando a formulagdo Lagrangeana;

e) aaceleracdo da folha de papel devida a forga F(t), expressa em fungéo de x e 4.

Resolucéo:

a) Sendo x a coordenada que mede a posicdo da folha e vg a velocidade do baricentro G do cilindro e como

néo hé escorregamento entre a folha e o cilindro, tal que xg; = x—R8&, resulta:

Vg = X—RO

b) A energia cinética do conjunto €: T =Tg ;. + Tcitingro

T=Yme+im vé +1369'2 — LM +m)x? - MRx6 + 2MR%6? + L[ LmRr? |62
2 2 2 2 2 202

T =%(M +myx% — MR)‘(é+%MR292

c) A energia potencial pode ser escrita:

1 1
\% :EkXé ZEk(X—RH)Z

Por outro lado, as forcas generalizadas ndo conservativas sdo determinadas:

W =-F3A;comoA=5Xx-2R30; W =-FA—> W =Q° 5x+Q)660 —

W =-F; e Q) =2RF
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d) As equacdes de Lagrange nas coordenadas x=¢; e =0,

dfar|_oar v _ .
dt{ag; ) oq; aq; b

Levam as equagdesde movimento nas coordenadas generalizadas x e &

%(%j =%((M +m)X—MR6)=(M +m)%— MR
Ty, ﬂ:k(x—Ra)
OX OX

(M +m)%+kx —kRO — MR = —F

e
91T _9(3mr2) - MR | = 2 MR%) - MR
dt\og) dt\2 2
ﬂ:0; ﬂ:-kR(x-Ra)
00 00
gMRzéJrkRz@—ka—MRX':ZRF (0,5)

Note que o sistema de equacdes diferenciais lineares acima pode ser escrito na forma matricial:

Mg+ Kg=0Q
com

M—M+m —MR_K_ k  —kR| x| . [-F(@®
| -MR iMR?( _{—kR kRz}q{e}’Q{zRFa)}

e) Por substituicdo da aceleracdo angular na equacdo de movimento na coordenada x:

_4F _2(kRZH—ka—MR5(‘)_)
~3MR 3 MR?

segue:
(M +m)5+ kx—kRH—(%—%(kRH—kx— M x')j - F

(EM +m)5<'+1kx—£kR6?:1F
3 3 3 3

(M +3m)X +kx—kR& =F

Finalmente:
o F(t)-k(x—R8)
=T (M x3m) 059
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@t A esfera E de massa m/12 e dimensdes
o]

despreziveis atinge a barra de massam e
comprimento L, com velocidade vertical v,
B G A dada, no ponto A.Dado o coeficiente de
L restituicdo e, pedem-se:
TII7TT ‘ a) O impulso T recebido pela esfera durante a
L L/2 | L2 colisdo;
b) A velocidade da esfera ¥ ' imediatamente

apos a colisdo;

¢) A velocidade angular w’ da barra
imediatamente apo6s a colisdo;

Resolucéo: ,
B G
[ j ‘
e m m m
-TRIparaaesfera; L+l =L'= ——v, + 1 =—VvL = || =—(vE +V, )| (1 0,5
p 120 12E 12(E o)() (0,5)

- TMI paraa barra, polo G: Kg +(A-G)a T, =K§ = 6+%TA(—I ]): Jook =

L1 ., ., |, el
S =—mL =—— |2 05
Tk TS (05)
- Poisson: Vjp = @' A(A-G))= VA]ZCD"Z/\%Tﬁ A =a)7’l_ (3) (0,5)
- Choque: V —VE =—e(v, — Vg )= |Vl —VE = —€V,|(4) (0,5)
- Solucéo do sistema:
(2)em (3) = (Vi 3 (5)
m
T
(5)em (4) = |Vg :_H+ ev,| (6)
m . om .
6 1 | =—(1+e)v | =—(+e)v 7 0,5
@em@) = | =ZA+e), = |T=={L+e) jj0) 05)
| 4e-1 T 4e-1 -
(7)em () = Ve == Vo = [V =——V, ] (0,5)
;2 v,
M em @) = |@ :_§(1+ e)f (0,5)
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Resolucéo da 32 Questéo (3,0 pontos)

O anel homogéneo (de espessura desprezivel), de massa m e
raio R gira ao redor da barra OG, de massa desprezivel e
comprimento L, com velocidade angular a ela relativa (i.e., de
rotacdo prdpria) constante, w. Sabe-se que este rotor estd em
movimento de precessdo estaciondria com angulo 6 e taxa de
precessdo 2, ambos constantes e considerados conhecidos. O
sistema Oxyz acompanha a barra OG, com Oy sempre
horizontal. Os eixos Ox, Oy, Oz e OZ sdo orientados

respectivamente pelos versores, i, T,IZe K . Nesta situacéo de
equilibrio dinamico, determine:

a) avelocidade angular de rotagéo prdépria, w;

b) aforca de reacdo aplicada ao sistema, pela rétula O.

Resolucéo:
a)
Baps = Dy + By = QK + w0k ; mas K = cos@k —sendi , logo,

Bops = (@ +Qc0sO) Kk — Qsen6i (0,5)

Da condigao de precess&o estacionaria (¢ = Q = cte; = w = cte; 6 =0) pode-se deduzir, pelo TMA,

Ho = ngt, com O fixo, ou com o uso do formalismo de Lagrange, que:

‘(Ja)+(J —1)Qcosf)Q2 = mgzg = mgL |, (1,0)
de onde:
2
a):m—gL+(L—1)Qcos¢9; comJ=mR%e l=m 2112 ou seja:
JO J 2
P S DL ) W (0,5)
OR? |R? 2 '
b)

Neste caso de precessdo estaciondria ( @y, = QK = cte ), tem-se: dg = @y A (g A (G —0)), de forma
que: dg = QK A (QK A LIZ): QK A (QLsenei): Q2Lsend(K A ), ie.,

a; = -2 Lsene(cosef +senék ) (0,5)

Do TMB seguem as reagdes, Xi +Y] + Zk , aplicadas pela articulacdo ao sistema. De fato:

még = Xi +Y] +Zk —mgK , ou seja—mQZLsenG(cosel?Jrsen 612): Xi +Yj +ZK —mg(—senéi +cosék)

E portanto:
X = —mg(sen6+ Q’L senecosej
Y=0 : (0,5)
Z= mg[cosﬁ—QTsten2 9]
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