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1ª Questão (4,0 pontos)   No sistema da figura, o disco de massa 
m e raio R, está preso a um eixo de massa desprezível, que gira em 
torno dos mancais ideais A e B com velocidade angular k

rr
ωω =  

constante. Os mancais estão fixados em um suporte de massa 
desprezível e largura 2L que gira em torno do eixo Cy fixo. O 
suporte possui velocidade angular j

rr
Ω=Ω  constante. Pede-se: 

a) Fazer o diagrama de forças sobre o corpo livre e determinar a 
velocidade angular do disco; 

b) Utilizando um referencial solidário ao eixo, determinar o 
momento angular e escrever a expressão do TMA para o disco; 

c) Determine as reações nos mancais A e B. 
 
2ª Questão (3,0 pontos)   Na figura ao lado, a cunha ABC de 
massa M está em equilíbrio na posição horizontal sustentada por uma articulação ideal em A e por 
uma mola de pequena rigidez em B. A cunha é atingida no ponto 
D por uma esfera E de massa m que possui velocidade jV

r
−  no 

instante imediatamente anterior ao impacto, que ocorre sem atrito 
e com coeficiente de restituição “e”. No instante imediatamente 
após o impacto, a esfera adquire velocidade na direção 
horizontal. São conhecidos ainda o momento de inércia JAz da 
cunha e as grandezas mostradas na figura. Pedem-se: 
a) o diagrama de forças impulsivas para o corpo livre no 

momento do impacto;  
b) obter as equações de impacto para os dois corpos em função 

dos parâmetros acima; 
c) calcular o impulso e o coeficiente de restituição “e” no 

contato esfera-cunha, os impulsos reativos e a velocidade 
angular da cunha no instante imediatamente após o impacto. 

 
3ª Questão (3,0 pontos)     No sistema mostrado na figura, o disco de massa m e raio R rola sem 
escorregar sobre o plano inclinado e está acoplado a um bloco de massa m por meio de uma mola 
de rigidez k e de um amortecedor viscoso linear de 
constante c. Um binário cujo momento é M atua no disco 
e o bloco desliza com atrito sobre o plano inclinado. 
Usando x1 e x2 como coordenadas generalizadas, 
determine: 
(a) A energia cinética do sistema. 
(b) A energia potencial do sistema. 
(c) As equações de movimento para as coordenada x1 e 

x2, usando o método de Lagrange. 
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Resolução da 1ª. Questão (4 pontos) 
 
a) Diagrama de força sobre o corpo livre:                   (0,5 ponto) 
 

Vetor de rotação do disco: kjABS

rrr
ωω +Ω=               (0,5 ponto) 

 
Tomando o pólo O e um referencial solidário ao eixo: 
 

b) Momento angular do disco: kJjJH zyO

rrr
ω+Ω=     (0,5 ponto) 

 

Como Ω
rr

eω  são constantes, j
r

 é fixo e ikjk
rrr&r Ω=∧Ω=  a derivada 

do momento angular em relação ao tempo resulta: 
 

iJH zO

r&r Ω= ω               (1,0 ponto) 
 

Utilizando o TMA no disco: )()()( yyBAOO BALROBROAMH +−=∧−+∧−==
rrr&r   

c) Utilizando o TMB no disco: mgBA yy =+                                                             (0,5 ponto) 

Reações nos mancais 
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Resolução da 2ª. Questão (3 pontos) 
 
a) mostra-se o diagrama de forças impulsivas e os diagramas de velocidades imediatamente antes e 
imediatamente após o choque entre os corpos   (1,0 ponto) 
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b) vamos utilizar as equações do TRI para a esfera e para a cunha, o TMI para a cunha e a hipótese 
de Newton para o choque entre os dois corpos                                (1,0 ponto) 
 
Esfera: TRI 
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Cunha: TRI e TMI 
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Relação cinemática (equação fundamental da cinemática do sólido) 
 

( )

( )

)4()
3
4

1(

)
2

3()2
3

4(43
2

43
22

32)(

)(

jiav

jaaiaakjiav

jiajaiakADvv

DGvv

G

G

AD

DG

rrr

rrrrrr

rrrrrrrr

rrr

+−′=′

⇒





 −+−∧′++−′=′

⇒+−′=




 +∧′=−∧′+′=′

−∧′+′=′

ω

ωω

ωωω

ω

 

 
TMI (pólo A) 
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Hipótese de Newton: 
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(utilizam-se as seguintes equações de transformação de coordenadas):       
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c) Substiuindo-se os valores de seno e cosseno dados, as equações (1)-(6) fornecem os resultados 
solicitados:                  (1,0 ponto) 
 
de (2), 

mvIIImv
4
5

5
4

cos =⇒== θ  em (1), vv
mv

IIvm EE 4
3

5
3

4
5

sen =′⇒==′ θ  

 
Em (5) 
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Em (6) 
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De (3) e (4) 
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Resolução da 3ª. Questão (3 pontos) 
 

(a) 2
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Forças generalizadas: 1xFMW atB δδθδ −= , onde 
R
x

B
2=θ  define a rotação do disco com centro B: 
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Equações de Lagrange: 
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( ) ( ) ato Fxxcmgsenlxxkxm −=−−+−−− 12121 &&&& α  (0,5) 

 
Para x2: 

2
2

2
2 2

3
2
3

xm
x
L

dt
d

xm
x
L &&

&
&

&
=








∂
∂

⇒=
∂
∂

        

( )( )αmgsenlxxk
x
L

o +−−−=
∂
∂

12
2

                             ( )12
2

xxc
x
R &&
&

−=
∂
∂

 

 

( ) ( )
R
M

xxcmgsenlxxkxm o =−++−−+ 121222
3 &&&& α  (0,5) 

 


