ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Departamento de Engenharia Mecanica

PME 3200 — MECANICA Il — Terceira prova — 12 de julho de 2022

Duracdo da Prova: 120 minutos (ndo é permitido utilizar quaisquer dispositivos eletrénicos)

Questdo 1 (4,0 pontos)

A estrutura ao lado representa uma balanca para caminhdes.
A plataforma é rigida e sua massa pode ser considerada
desprezivel em comparagdo a massa m do contrapeso
sustentado por um cabo ideal em E e a massa m/2 da
alavanca homogénea. Em A, B, C e D ha articulagOes ideais
cujas dimensGes sdo despreziveis. Na configuracdo mostrada,
a cota horizontal do centro de massa do caminhdo sobre a
plataforma é d, a alavanca esta na horizontal e o sistema esta
em equilibrio estatico. Sdo conhecidas também as cotas a e

b. Com base nessas informag¢des pedem-se, em func¢do dos > '
parametros do problema: t d

(a) o deslocamento virtual 8z do contrapeso de massa m;

(b) os deslocamentos virtuais 65 e §, das respectivas articulagdes;

(c) o deslocamento virtual §p do caminhdo;

(d) utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, determine a massa M do caminhdo.

alavanca (Q é o

|9
/ponto médio)
D Q

e m/2

Questao 2 (4,0 pontos)
O sistema ao lado é composto por dois blocos y
rigidos idénticos, de massa m e altura b, montados A
sobre molas e amortecedores lineares, de
constantes K e C, respectivamente. As molas tém m b ~
comprimento  natural 14 (i.e., quando l
indeformadas). Uma barra rigida e homogénea, de K V_—::V

massa M e comprimento L estd ligada ao bloco Vs ML
superior por meio de uma articulagdo ideal, & 0 b
conforme mostra a figura. Nao ha atrito entre
blocos e guia. Considerando como coordenadas
generalizadas as cotas verticais das faces inferiores

dos blocos, y, eYy,, e o angulo 6, que a barra faz

com a vertical, pede-se:
(a) Construa a fungdo de energia cinética, T = T(yl,yz, 6, 9);

(b) Construa as fungdes de energia potencial, V =V (Y,, Y,,60), e de dissipagdo de Rayleigh, R = R(y4, ¥,);
(c) Deduza as equagGes de movimento a partir das EquagGes de Lagrange;
(d) Seja d=[y, VY, 9]T o vetor de coordenadas generalizadas. Determine o ponto de equilibrio (estavel)

d=[y, V, @1 dosistema.
(e) Definindo um novo vetor de coordenadas generalizadas, u=Q—(, escreva as equagdes linearizadas na
forma matricial, Myl +Dyu+K,u=0, construindo explicitamente as matrizes de massa, Mo, de

amortecimento Dy e de rigidez, Ko, calculadas no ponto de equilibrio, u=0.
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Questdo 3 (2 pontos)
Analise as 4 assertivas a seguir e responda se sdao verdadeiras ou falsas, apresentando as devidas
justificacdes para cada caso.

a) O Principio dos Trabalhos Virtuais ndo possibilita determinar as rea¢des externas e as forgas vinculares
gue mantém sistemas de corpos rigidos em equilibrio.

b) Considere um disco homogéneo de raio r e massa m que realiza movimento plano de rolamento sem
escorregamento sobre uma pista horizontal com velocidade angular w = const. Sendo G = (x,y) as
coordenadas de seu centro de massa, podemos afirmar que o disco estd sujeito a um vinculo ndo-holénomo
representado pela equacdo diferencial x = wr.

c) Seja S um sistema de p particulas materiais de massas m; situadas nas posi¢ées P; = P;(x;, y;, z;), estando

cada qual sujeita a um sistema de forcas de resultante ﬁi . Admitindo-se que existam m vinculos holénomos
gue restrinjam o movimento desse sistema material, de forma tal a que o mesmo possa ser descrito por n =
3 X p —m coordenadas generalizadas q4,qz, ---, 4}, -, qn, @ forca generalizada F; corresponde ao termo f
do trabalho virtual 67 = f&q; desenvolvido em um experimento virtual em que q; # 0 e q; =0,Vi #
ji=1,..,n

d) Considere o movimento de um bloco de massa m que se translada sobre um plano horizontal, sujeito a
acdo da forga peso, de uma forgca horizontal constante F, e da forga de atrito de deslizamento de mdédulo
umg , sendo u o coeficiente de atrito entre as superficies do bloco e do plano horizontal. Pode-se, entdo,
afirmar que a equacao de movimento do bloco é obtida a partir da equacdo de Lagrange

d (aT) aT | AR _

=Ge) T T F,, em que T e R sdo, respectivamente, a funcdo energia cinética e a fungdo potencial

dissipativo de Rayleigh.

Questdo 4 (1,0 ponto)

Sobre a Dinamica dos Sistemas de Massas Varidveis:

(a) O que estabelece o Principio da Relatividade de Galileu?

(b) Seja m=m(t) a massa de uma particula, dependente do tempo. Sejam V(t) sua velocidade e U(t) a
velocidade da matéria que por ela é perdida (ou por ela é ganha), ambas medidas em relagdo a um mesmo
referencial inercial. Seja F(t) a resultante das forgas externas agindo sobre essa particula. Qual das duas
equacles abaixo satisfaz o Principio de Relatividade de Galileu? Demonstre, ou ao menos justifique sua
resposta.

dv dm
L —F+—(u-
m ™ + m (u-v) (1)
d
_ =F
dt(mv) 2)

(c) Cite os nomes de ao menos trés cientistas que se dedicaram ao estudo da dindmica dos sistemas de
massas varidveis.
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Resolugao

Questdo 1 (4,0 pontos)

O mecanismo desta questao denomina-se balanga
de Roberval. Para auxiliar na visualizacdo do seu
funcionamento, observe o diagrama com os
deslocamentos virtuais correspondentes ao Unico
grau de liberdade da estrutura, a rotacdo em torno
da articulacao fixa em D. Considerando o sistema de
coordenadas, tem-se:

(a) (0,5 ponto)

Tg = Xgl+ Y]

6?5 = 6in)+ 6YEj: 0 + Sij = 5Ej) (1) (0,5)
(b) (0,5 ponto)

Analogamente ao ponto E,

fB = xB_?+ Ve]

Ta =Xplt+Ya (2)

5@9 = —5}’BI= —531:

01y = —=8ya] = —6y) 3)

(c) (0,5 ponto)

Tp = xpl +ypJ (4)

87p = 8xpl — 8yp] = —6p] (5) (0,5)

d) (2,5 pontos)

Todos os deslocamentos virtuais sdo compativeis com

os vinculos; portanto, as Unicas forcas que realizam

trabalhos virtuais sdo os pesos do caminhdo, da

alavanca e do contrapeso. Deve-se, portanto, calcular
-

67p:

Portanto, pelo PTV,

0T =615 + 61p + 675 =0 (6) (0,5

6t = —mgj. 87 = —mgj.8g] = —mgdg
8tp = —Mgj.(—=8p)) = Mgép

mg S mg
8tg = ——J-(8ye)) = =50

6t = —mgdg + Mgép —%SyQ =0 (7) (0,5

Da geometria tem-se:

5E = b59

50 = 2= %50 8) (0,5
Yo = 2 ( , )

6B=6A=6P=a69

6T = (—mgb + Mga — %(a:b)) g = 0.

Como &g é arbitrario, adotando-se 645 # 0,
chega-se a

1
—mgb + Mga — 7 (mga +mgb) =0

_m(5b —a)
4 a

=M (0,5)
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Questdo 2 (4,0 pontos)
(a) Construa a fungo de energia cinética, T = T (¥, 7,,6,0):

T ZT(Yy yz,é, ‘9) =T1(y1) +T2(y2) +Tb(y2,9, ‘9)

com,
. 1 . . 1. . 1 . . -L . 1ML .
L) =My T2(2) = ;my3; To(92,0.0) =~ MY; + My, 0= sin 0+ 5 —=0%;
Ent3o.
2
T(yz,é,e):%myf+%(m+M)yj+%sin0yzé+%M3L 0 . (0,5)

(b) Construa as fungdes de energia potencial, V =V (Y,,Y,,60), e de dissipagdo de Rayleigh, R = R(yy, y,):
Energia Potencial:

\Y =V(y1, yzxg) :Vl(yl) +V2(y11 yz) +Vb(y1’ y219) ;

com
b, 1 b, 1
VA% = Mg+ )+ KM =00 Va3, ¥,) =mg(y, + )+ K (¥, = (% + D) —2)°
e
L
Vb(Ylvyzie):Mg(yz_Ecose)
Assim,

b 1 b 1 L
V=V(yl,yzn9)=mg(y1+5)+§K1(yl—l)2+mg(y2+5)+5K2((y2—(y1+b))—/)2+Mg(y2—Ecose);
(0,5)

Funcdo de dissipacdo de Rayleigh (ou Rayleighiana):
- S
R(yllyz)ZECy1 +Ec(y1 _yz) . (0,5)
(c) Deduza as equagGes de movimento a partir das EquagGes de Lagrange:

Neste caso, sem ac¢do de forgas externas ndo-conservativas, as Equagdes de Lagrange ficam escritas:

dorT of oV o©oR .
_————+—+—=0; ]=12,3;com = o
G, o0, aq T aq j a=[y. y, 4l

i

As derivadas parciais da funcdo de energia cinética em relagdo as coordenadas generalizadas sdo:
o ML .
oar _ar =0; — =——C0s6y,0
oy, oy, o8 2
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E as quantidades de movimento generalizadas:

p, = 2-=my
Y1 ayl 1
py2=£=(m+M)y2+(MEsinaje';
%Y, 2
oL ML?
=—=M—=sindy, + 0
Py =5 =M Zsindy, + =

de tal forma que suas derivadas temporais sdo:

b, =T _my
Y1 dt 8y1 1
, 216__T=(m+M)y2+(&sm0jé+(—cosej92
* dt oy, 2
doT ML ML? ML
=——=| —sind |y, + 6 +| —cosé |y, 0
Y (2 jyz 3 [ jyz

As derivadas parciais da funcdo de energia potencial em relacdo as coordenadas generalizadas sdo:

=g K~ 0) =K (3~ (5 +0) )

1

oV

—=(m+M)g+K((y, - (v, +tb))-¢)
Y,

%:Mgksinﬁ

00 2

E as derivadas parciais da fungao de Rayleigh em relagdo as velocidades generalizadas sao:

OR ) . . . .
8y_.:Cy1 +C(y1 _y2)=2Cy1 _Cyz

1

oR . . . .
ay_.l:_c(yl - yz) :_Cyl +Cy2
R_
20

Assim, colecionando termos, as equagdes de movimento sdo deduzidas:

(0,5)

(0,5)
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my, +mg+K(yl_z)_K((yz_(y1+b))_/)+2CY1 -Cy,=0
(m+M)y, +(%sin0jé+(%cos@)éz+(m+M)g +K((y, = (y, +b))-¢)-Cy, +Cy, =0;

2
%sin 0y, + M3L é+(%cos€) yzé—%cosayzw Mg %sinezo

gue podem ser rearranjadas na forma:
my, +2Cy, —Cy, + 2Ky, — Ky, =—mg — Kb
., ML . .. (ML s . .
(M+M)y, +(Tsm6’j0+(7cosej9 —-Cy, +Cy, =Ky, + Ky, =—(m+M)g + K(b+¢) ;

2
%sineyﬁML 0 %gsinezo
2 3 2

(0,5)

(d) Seja q=[y, VY, 9]T o vetor de coordenadas generalizadas. Determine o ponto de equilibrio (estavel)

a=Ly, v, 9_]T do sistema e linearize as equagdes de movimento em torno deste ponto.

Nos pontos de equilibrio a funcdo de energia potencial tem um extremo, o que significa que suas derivadas

parciais sdo nulas nesses pontos:

5[] = 5]
ay1 " 6y2 % 00 0

Ou seja

mg+K(Vl—/)—K((Vz—()’ﬁb))—/)zo
(m+M)g+K((V, (%, +b))-£)=0 ;
L. —~
Mg —sin@d =0
g2
Ou ainda,
2Ky, — Ky, =-mg — Kb
—Ky, +ky, =—(m+M)g+K(b+7¢):

%gsinézo
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que poderiam ter sido obtidas, alternativamente, impondo-se nulas as aceleracdes e velocidades nas

equacdes de movimento. Estas equacdes algébricas tém a solucao:
— (2m+M)g

y, ==
(Bm+2M)g

0= nn, n€Z
(0,5)

Note que os pontos de equilibrio estaveis sdo aqueles em que n é par. Fisicamente, corresponde a um Unico
ponto de equilibrio estavel, correspondente a & =0. A estabilidade poderia ser verificada inspecionando-se

a Hessiana da funcdo de energia potencial, quando calculada no ponto de equilibrio. De fato, a condicdo de

estabilidade é que a Hessiana seja definida positiva no ponto de equilibrio, ou seja,

2
Hy| = oV definida positiva.
* L0900 |,

Assim, a configuracdo de equilibrio estavel é:

/_(m+M)g
K
_ (Bm+2M)g
=|(b+20)————|.
a=|(b+2¢) " ;
0

(e) Definindo um novo vetor de coordenadas generalizadas, u=q—(, escreva as equagdes linearizadas na
forma matricial, Myl+Dyu+K,u=0, construindo explicitamente as matrizes de Massa, Mo, de

amortecimento Dy e de rigidez, Ko, calculadas no ponto de equilibrio, u=0.

Considerando que U= e U=(, e substituindo-se § obtido no item (d) nas equa¢des de movimento,

obtém-se as equagdes homogéneas (note que, em torno do ponto de equilibrio estavel, u, =6 ):

mu, + 2Cu, —Cu, +2Ku, — Ku, =0

(m+ M), +(%sin ejé{%cowjé? ~Cu, +Cu, —Ku, +Ku, =0
2 2

ML . . ML®*. MgL .
—sindu, + 1+ 9 5ing =0
2
Av. Prof. Mello Moraes — 2231 — 05508-970 — Sao Paulo — SP — BRASIL 7

TEL.: 55 11 3091-5355/5561/5570



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Departamento de Engenharia Mecanica

Essas equacdes sdo ainda ndo-lineares. Pode-se escrevé-las:
M(q)i + Du + Ku+g(u,u)=0

com
m 0 0 0
2C -C 0 2K -K 0

ML . . ML -

M@ =0 (m+M) (Tsmej ;D={-C C O0;K=|-K K 0};g(uu= (70039j9
ML ML2 0 0 O 0O 0 0 Mol

0 —sind —gsin9
L 2 3 ] L 2 J

Considerando-se pequenos angulos de oscilacdo, tal que sind=6 e cosd =1 (ou seja expandindo-se as

funcdes trigonométricas em série de Taylor em torno de 8 =0 e retendo-se termos de primeira ordem) e

desprezando-se termos quadraticos, o sistema pode ser linearizado na forma,

mu, + 2Cu, —Cu, + 2Ku, —Ku, =0
(m+M)u, -Cu, +Cu, —Ku, +ku, =0;

2
00

Ou ainda,

M i + Dyl + K U = 0

com
m 0 0 2C C O 2K -K 0
M,=l0 (m+M) 0 |;D,=|-C C 0|;K,=|-K K 0
2
0 0 ML 0 0 0 0 0 MgL
L 3 2

(0,5)

Esta mesma equagdo teria sido obtida da linearizacdo das fun¢des de energia cinética, de Rayleigh e
potencial, com

2 2 2
Mo= ?T. ;Doz (?R. ; Ko: oV
4,04, |, 24,04, |, 20,9, |,
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Questdo 3 (2,0 pontos)
Analise as 4 assertivas a seguir e responda se sao verdadeiras ou falsas, apresentando as devidas
justificacdes para cada caso.

a) O Principio dos Trabalhos Virtuais ndo possibilita determinar as rea¢des externas e as forgas vinculares
gue mantém sistemas de corpos rigidos em equilibrio.

b) Considere um disco homogéneo de raio r e massa m que realiza movimento plano de rolamento sem
escorregamento sobre uma pista horizontal com velocidade angular w = const. Sendo G = (x,y) as
coordenadas de seu centro de massa, podemos afirmar que o disco estd sujeito a um vinculo ndo-holénomo
representado pela equacdo diferencial x = wr.

c) Seja S um sistema de p particulas materiais de massas m; situadas nas posi¢ées P; = P;(x;, y;, z;), estando

cada qual sujeita a um sistema de forcas de resultante ﬁi . Admitindo-se que existam m vinculos holénomos
gue restrinjam o movimento desse sistema material, de forma tal a que o mesmo possa ser descrito por n =
3 X p —m coordenadas generalizadas q4, g3, ..., qj, ---, qn, @ forca generalizada F; corresponde ao termo f
do trabalho virtual 6T = f&q; desenvolvido em um experimento virtual em que q; # 0 e q; =0,Vi #
ji=1,..,n

d) Considere o movimento de um bloco de massa m que se translada sobre um plano horizontal, sujeito a
acdo da forga peso, de uma forgca horizontal constante F, e da forga de atrito de deslizamento de mdédulo
umg , sendo u o coeficiente de atrito entre as superficies do bloco e do plano horizontal. Pode-se, entado,

afirmar que a equacao de movimento do bloco é obtida a partir da equacdo de Lagrange

d (dT\ 9T ., dR ~ . ~ . - .
E(ﬁ) w7t E,, em que T e R sdo, respectivamente, a fungdo energia cinética e a fungdo potencial

dissipativo de Rayleigh.

Resolugdo (0,5 ponto para cada resposta correta)

a) FALSA: O Principio dos Trabalhos Virtuais possibilita determinar as reagGes internas e as forgas vinculares
agentes em sistemas materiais, bastando, para tanto, que se escolham deslocamentos virtuais incompativeis
com os vinculos.

b) FALSA: A equagdo vincular x = wr é uma equacgdo diferencial exata que, ao ser integrada, da origem a
equacdo algébrica x = x, + wrt. Portanto, contrariamente ao afirmado, o disco estd sujeito a um vinculo
holénomo.

c) VERDADEIRA: Para o sistema material vinculado descrito, o trabalho virtual realizado pelas resultantes das
forgas agentes nas m particulas é dado por

m = m - m N
5 Zﬁ 0P s +Zﬁ OB sy + +Z§ 0P 5
T = L— f— e —

& i an q1 & i 6q2 q> & i aqn An

A expressdo acima pode ser escrita na forma

6T =0Q,-8q + Q2 8qs + -+ Q- 69, = 0 - 54

Portanto, para um experimento virtual em que q; # 0Oeq;=0,Vi #j,i =1,...,n, vé-se que o trabalho
virtual realizado é §7 = Q;8q;, o que concorda integralmente com a assergdo postulada.

d) FALSA: O bloco esta sujeito a uma forca de atrito deslizante, que, diferentemente da forga de atrito
viscoso, ndo pode ser expressa na forma de um gradiente de um potencial dissipativo. Assim sendo, a funcdo
dissipativa de Rayleigh ndo comparece na equacao de Lagrange que descreve o movimento do bloco. A
forma correta de escrever a equacdo de Lagrange para esse problema é a seguinte:

d (OT) aT —F X
ac\ax) " ox T T HMI
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Questdo 4 (1,0 pontos)

Sobre a Dindmica dos Sistemas de Massas Variaveis:
(a) O que estabelece o Principio da Relatividade de Galileu?

O Principio da Relatividade de Galileu estabelece que as leis de movimento ndo se alteram pela escolha do
referencial inercial.
Ou ainda, que a forma das equacbes do movimento é invariante, com respeito a escolha do referencial
inercial.
Ou, equivalentemente, O Principio de Relatividade de Galileu afirma que as leis fundamentais da fisica
sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais.

(0,3)
(b) Seja m=m(t) a massa de uma particula, dependente do tempo. Sejam V(t) sua velocidade e U(t) a
velocidade da matéria que por ela é perdida (ou por ela é ganha), ambas medidas em relacdo a um mesmo
referencial inercial. Seja F(t) a resultante das forgas externas agindo sobre essa particula. Qual das duas
equacoes abaixo satisfaz o Principio de Relatividade de Galileu? Demonstre, ou ao menos justifique sua
resposta.

m(i—\::F+Z—T(u-v) (1)
d

- =F

dt(mV) (2)

A Equacgdo (1), conhecida como Equagdo de Meshchersky, e que corresponde a segunda Lei de Newton
aplicada a uma particula de massa varidvel, é aquela que satisfaz o Principio de Relatividade de Galileu. A
Equagdo (2) é um caso particular da primeira e apenas satisfaz este Principio quando a massa é invariante ou
quando U(t) =0 (conhecido como ‘caso de Levi-Civita’).

(0,2)

Ver a demonstragdo nos slides da palestra: Mechanics of variable mass systems: a historical perspective, do
Prof. C.P. Pesce, proferida em 08/07/2022.

Demonstracgdo: (0,2)

(c) Cite os nomes de ao menos trés cientistas que se dedicaram ao estudo da dindmica dos sistemas de
massas variaveis.

Inimeros sdo os cientistas que se dedicaram ao tema. De fundamental importancia podemos citar:
1. Von Buquoy, cientista tcheco, de origem belga, inicio do século XIX; pioneiro e responsavel pela

primeira formulagao explicita da equagao de movimento de corpos de massa varidvel; ilustrou o
equacionamento através do problema da corrente sendo suspensa de ou caindo sobre uma mesa.

2. Arthur Cayley, matematico britanico, meados do século XIX; formulou o problema da corrente sob
a Otica da Mecanica Analitica.

3. Ivan V. Meschchersky, cientista russo, final do século XIX e inicio do século XX; responsavel pela
formalizacdo da equacdo de movimento de sistemas materiais de massa variavel e pela introdugao
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de seu ensino no leste europeu; a quem se atribui a forma da segunda lei de Newton aplicavel a
pontos materiais de massa varidvel, conhecida como equagao de Meschchersky.

4. Levi-Civita, matematico italiano, inicio do século XX; tratou o problema elementar de sistemas de
massa variavel quando a massa agregada/perdida tem velocidade nula com respeito ao referencial
inercial considerado.

5. Mclver, cientista inglés, século XX, década de 70; responsavel pela extensdo do Teorema do
Transporte de Reynolds, através de formulacdo da Mecanica Analitica, no ambito de sistemas de
massa variavel.

6. Livja Cveticanin, cientista sérvia, final do século XX e presente; formalizacdo da mecanica analitica
no contexto de sistemas de massa variavel e autoria de livro especifico no tema, aplicado a dinamica
de maquinas que exibem variacdao de massa.

7. Hans Irschik, mecanicista austriaco, final do século XX e presente; revisdao do tema e deducdo das
equacoes de Lagrange para volumes ndao-materiais.

(0,3)
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