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PME 3200 - MECANICA II — Terceira Prova — 26 de junho de 2018

Duracdo da Prova: 110 minutos (ndo é permitido usar quaisquer dispositivos eletrénicos)

Questao 1 (3,5 pontos). Uma pequena conta P de massa m, representada na figura ao lado
através de uma pequena esfera, pode deslizar sem atrito ao longo de um arame helicoidal
cilindrico, de raio a e passo constante s. O eixo da hélice Oz ¢é vertical. Sabe-se que as
equacdes paramétricas da hélice sdo dadas por (x=acos8;y=asind;z=h6/2z), com 0
orientado de forma destrégira e medido a partir do plano xz. A conta ¢ liberada do repouso,
de uma altura z=H , sob a acdo da gravidade, g. Desconsiderando a rotacdo da conta em
torno de seu proprio eixo e tomando 6 como a coordenada generalizada que descreve sua
posicdo ao longo da curva, pede-se:

(a) Classifique a natureza do vinculo estabelecido pelas equagdes paramétricas da hélice.
Justifique sua resposta.

As equagdes paramétricas constituem um vinculo holéonomo, de natureza geométrica. De
fato, a posi¢do do ponto material que representa a pequena conta fica escrita

(P—0)=acosbi +asin@j+hb) 27k , no sistema cartesiano indicado na figura ao
lado. (0,2)

(b) Escreva as fung3es de energia cinética T =T(d) e de energia potencial V =V (6).

N

-
C

Note que o vinculo estabelecido pelas equagdes paramétricas constitui a forma integral do vinculo cinematico

V-v,)= aé(—sin 0i +cos@j+h/2ra lg) , que da a velocidade de P ao longo da hélice. (0,3)

A energia cinética, relativamente ao sistema Oxyz, ¢ dada por:
2

h ] o
47r2a2) - Emaz [l i 47°d’ jgz

A fungdo de energia potencial (gravitacional) ¢ dada por:
V(0) = mgz = mgh6/2x

T=T()= %mv2 = '5maz¢92(sin2 f+cos’ O+

(¢) Da equacdo de Lagrange, deduza a equagdo de movimento da conta ao longo da hélice, na coordenada 6.

(0.5)

(0.5)

M

2

Na auséncia de forgas generalizadas ndo conservativas, a Equacao de Lagrange pode ser escrita, na coordenada 8 :

d (aTj ar ov
—| —=|-—+—=0
dt\o6) 060 06
Ou, definida a fungdo Lagrangiana L(6, 0)=T(0)-V(6), como:
afay i
dt\oo) 06
Segue entdo que derivadas parciais e temporais sdo:
2
N TN P PO )
00 00 00 4n’a

% % 2’
2
i(a—rj:maz 1+ hz 5 6
dt\ 00 4z a

E a equacdo de movimento é assim:

(0.5)
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ou
2 3\
o8 [, I . (0,5) ©6)
alra 4ra
ou
- 5[@ h j
a\ h 2ra

(d) Considere agora uma agdo dissipativa viscosa linear entre conta e arame representada pela Rayleighiana

N1 . N . e
R(O) = EC 0? , com C uma constante. Determine, entdo, a velocidade tangencial limite de queda, v; .

Com a dissipagdo de natureza Rayleighiana a equacdo de Lagrange fica escrita:

i(a—L.]—a—H@:o : 7
dt\og) 060 06
Que conduz a equacdo de movimento:
h? . mgh .
1+ 0 +——+CH=0 . 0,5 8
e [ ar’a’ J 2 ©3) ®
A velocidade tangencial limite corresponde a aceleragio tangencial nula, i.e., @ — 0. Assim
5 _ mgh 9
LY 16 ©)
E como a velocidade tangencial ¢ dada por:
. W vz
vi@)=a|l+——=| 6 10
(0) ( Ry J (10)
A velocidade tangencial limite fica expressa, quando em queda, por:
n v mgh
v, =—a| l+——| —— 0,5 11
- ( 4r’a’ j 272C ) ()
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Questao 2 (3,5 pontos) A figura representa um sistema dindmico
composto por um anel rigido de raio a ligado a uma haste diametral
também rigida, ambos feitos de uma mesma barra delgada. Uma mola
ndo-linear prende um pequeno bloco de massa m ao anel. A mola tem
massa desprezivel, comprimento natural (indeformado) igual ao raio
do anel e sua forga de restaurag@o € regida por uma funcdo de energia
potencial elastica:
Vo(x)=3Kx*+;Kx'; K, >0; K;>0.
O bloco pode deslizar sobre a haste. O contato com a haste ¢é
lubrificado e impde ao bloco uma forca dissipativa viscosa,
linearmente proporcional a velocidade relativa, de coeficiente C. O
sistema gira em torno de um eixo fixo Oz, perpendicular a haste
diametral, sob a acdo de um motor elétrico que a ele aplica um
torque, 7(t). O mancal proporciona torque reativo de natureza

viscosa, linearmente proporcional a 6, com coeficiente B. E
conhecido o momento de inércia J do subsistema rigido composto
pelo anel e pela haste diametral em torno do eixo Oz. Considere as
coordenadas generalizadas (x,8). Pede-se:

(a) Construa as fungdes de energia cinética, T =T(x,,0), ¢ de energia de dissipagio de Rayleigh, R =R(x, ), do

sistema.

T=T(x,%,0)= %J@'Z +%m[)'c2 +(x0)*]= %mxz +%[J +mx*10° ,

R(x,0) = %[sz +B6*].

M

2

(b) Através do formalismo da Mecanica Analitica de Lagrange, deduza as equagdes que regem o movimento do sistema

sob a agdo do torque (f).

Equagdes de Lagrange:
d{or | or oV oR .
—| =t *+=0
dt\oq;, ) oq, 0q; 04,

Derivadas parciais e temporais:

or . or _ or :

com ¢, =x; ¢, =0

a_T:mxéz; b s —=0; —=[J+mx’]0
Ox ox 060 00
%=K1x+K3x3; %:0; B:Cjc; %:Bé
Ox 060 ox 00
i(a—szmx, i(a—rjz[1+mx2]é+2mx)'c9

dt\ 0x di\ 00

Demais forcas generalizadas ndo conservativas:

0" =0=0; 0 =0, =7(t)
Equagdes de movimento:

mi—mx0” + K x+ K, x' +Ci=0

{ [J +mx*10 + 2mxx0 + BO = (t)

ou

m—mx0” +Ci + (K, +K,x* ) x =0

{ [J +mx*10 +(2mxic+ B)O = (1)
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(c) Considerando a rotagdo conhecida e controlada (através do torque), de valor constante, & = Q, determine as possiveis
posicdes de equilibrio dindmico do bloco,¥, ao longo da haste. Considere dois casos: Q<o € Q>wo’, com

o' =K [m.

Com a rotagdo constante, Q , o sistema de equagdes (6) fica escrito:
mi—mxQ’ +Ci+(K, + Kyx* ) x=0
{ (2mxi + B)Q = #(r)

Ou seja, o torque a ser aplicado deve ser controlado por um atuador externo, de tal forma a manter a aceleracao
angular nula. A Eq. (7.a) pode entdo ser escrita:

5&+£x+[(a)*2—92)+£x2)x:0 : (0.5) ®)

m m

(7

A condigdo de equilibrio (dindmico), relativo a haste, ¢ dada portanto pela condigdo x=x = x=%¥=0. Assim, a EDO
(8) se transforma em uma equacgdo algébrica, na forma:
. K
((m2—92)+—332jz=0 , ©)
m
que admite trés possiveis posi¢des de equilibrio do bloco, relativamente a haste:
0

Y- — (0.5) (10)
e /%(Q ~0?)=1p

A primeira raiz € a posic¢do de equilibrio trivial. Como K, >0, as duas raizes simétricas s existirdo (i.e., serdo reais)
. ~ . \ . . \ ~ ree * r
se Q>w'; ou seja, se a rotagdo imposta & haste for igual ou superior a rotagdo critica @ = ,le / m.Se Q<o $6

existird uma posi¢do de equilibrio, a trivial. No caso limitrofe em que Q=" as duas raizes simétricas coalescem
com o equilibrio trivial.
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Questao 3 (3,0 pontos) Baseado no sistema composto pelo péndulo articulado e massa de posi¢ao
variavel proposto no EMSC#3 de 2018, representado pelas seguintes fungdes de energia cinética,
potencial e dissipativa, pede-se:

T:T(x,x,é)zgmLzéz+%mx2+%mx292 €))

V=V(x0)= %k(x—a)z —mg(x+L)cosd® e R=RO) = %c@z 2)

a) Obtenha as equac¢des de movimento linearizadas em torno da posi¢do de equilibrio e calcule as
freqiiéncias naturais f, e f, do sistema desacoplado ndo amortecido.

b) Os graficos abaixo apresentam duas historias temporais do movimento angular do péndulo e
movimento de translagdo da particula (graficos a esquerda) simulado para w,, =2.0 Hz e as

seguintes condigdes iniciais: 8(0)=7/180, 8(0)=0.0, x(0)=L e x(0)=0.4. O grafico  direita
mostra a projecao de trajetorias de fase no plano (x, x ) da particula no sistema amortecido. Descreva

o movimento de forma sucinta, analise ¢ interprete os resultados e justifique o comportamento obtido
baseado nos fundamentos de dinamica.

POSIGAD ANGULAR DO PENDULD PLANG DE FASE
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Resolucao da 3 Questio (3,0 pontos):

A partir das fungdes de energia cinética, potencial e dissipativa:
a2 o 1o 1
T:T(x,x,H):EmLG +me +me 0 (1)

V=V(x0)= %k(x—a)z —mg(x+L)cosd e R=RO) = %c@z 2)

a) Linearize as equagdes e calcule as frequéncias naturais f, e f, em torno da posi¢do de equilibrio do

sistema desacoplado ndo amortecido (0 =0e x=L): (2,0 pontos)

Tml*
3

a, = e a,,=m 3)

2 2
Zai,k"]'k +Zbi,qu =(Q, parai=1,2
=1 =l

2

r =mg(x+L)cos@ em torno da origem b, = (2;2] "0 = 2mgL 4

0
ﬂl,l - 802
B _82V =p o —mgsenf — b, = o 6)
1,2 — 00 0x 21 = 8 20 g 12 Oon -
2
ﬂz,z :ZxIZ/ =k em torno da origem ( ] : ©6)

Para a coordenada ¢, = @ utilizando os termos da matriz Hessiana acima, obtém-se:

6+ (6g/7L)0 =—(3c/TmL*)| (7)

2
a1,16’ +a,X+ b1,10+ bl’zx =0" - 7”;L 0+2mglLf=—-cO —

Para a coordenada ¢, = x

a,,X+a,,0+b,,x+b,,0=0 - mi+kx=0

- |5+ (k/m)x=0| (8)

11/6g/7L e fzzzL«/k/m

Portanto as freqiiéncias naturais sio: | f, = >
V4 V1
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b) O movimento inicial do sistema consiste dominantemente no movimento oscilatéorio da massa com
frequéncia duas vezes maior que a oscilagdo do péndulo, como pode ser observado na figura inferior
a esquerda. Verifica-se que ao longo do tempo a magnitude da oscilagdo angular do conjunto aumenta
(ver figura superior a esquerda em torno de 13 segundos) caracterizando a ressonancia paramétrica.
Neste caso ha transferéncia de energia do modo de oscilagdo da particula (que tem sua amplitude
reduzida), para o0 modo de oscilagdo angular. Na figura a direita (grafico do plano de fase) esta
apresentada a Orbita da trajetoria da particula onde se destacam, as amplitudes de x = = 0.032 metros,
que ocorre até o instante 4 segundos e x =+ 0.0125 metros a partir do instante 24 segundos. (1,0

pontos)
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Questao 4 (1,5 ponto).
Parte 1. Baseada na palestra do dia 19/06, sobre Dindmica de Sistemas de Massa Varidvel.

(a) Cite ao menos dois cientistas que atuaram no tema ‘dindmica de sistemas mecanicos de massa variavel’, destacando o
contexto e sua principal contribuigdo. Cite a0 menos dois exemplos de problemas abordados na palestra, ilustrando-os.
(0.5)

I - Inimeros sdo os cientistas que se dedicaram ao tema. De fundamental importancia podemos citar:

1. Von Buquoy, cientista tcheco, de origem belga, inicio do século XIX; pioneiro e responsavel pela primeira
formulagdo explicita da equacdo de movimento de corpos de massa varidvel; ilustrou o equacionamento através
do problema da corrente sendo suspensa de ou caindo sobre uma mesa.

2. Arthur Cayley, matematico britdnico, meados do século XIX; formulou o problema da corrente sob a 6tica da
Mecanica Analitica.

3. Ivan V. Meschchersky, cientista russo, final do século XIX e inicio do século XX; responsavel pela formalizagao
da equagdo de movimento de sistemas materiais de massa variavel e pela introdugdo de seu ensino no leste
europeu; a quem se atribui a forma da segunda lei de Newton aplicavel a pontos materiais de massa variavel,
conhecida como equagdo de Meschchersky.

4. Levi-Civita, matematico italiano, inicio do século XX; tratou o problema elementar de sistemas de massa
variavel quando a massa agregada/perdida tem velocidade nula com respeito ao referencial inercial considerado.

5. Mclver, cientista inglés, século XX, década de 70; responsavel pela extensdo do Teorema do Transporte de
Reynolds, através de formulagdo da Mecanica Analitica, no ambito de sistemas de massa variavel.

6. Livja Cveticanin, cientista sérvia, final do século XX e presente; formalizagdo da mecanica analitica no contexto
de sistemas de massa varidvel e autoria de livro especifico no tema, aplicado a dindmica de maquinas que
exibem varia¢dao de massa.

7. Hans Irschik, mecanicista austriaco, final do século XX e presente; revisdo do tema e dedugdo das equagdes de
Lagrange para volumes ndo-materiais.

IT — Exemplos de problemas abordados na palestra:

1. Diversas versdes do ‘problema da corrente’: que cai a partir de uma mesa; que cai sobre uma mesa; em “U”.

2. Problema do foguete: primeiro e segundo problemas de Tsiolkovsky.

3. Dinamica da coluna d’agua no interior de um tubo aberto e que atravessa a superficie livre de um liquido, na

presenca de campo gravitacional.

Colapso vertical de torres e edificios.

Langamento de cabos submarinos;

Problema de impacto de um corpo sélido contra a superficie de um liquido (impacto hidrodindmico).
Problema elementar de uma particula cuja massa varia com a posicao.

Nk

(b) Enuncie o Principio de Relatividade de Galileu. Mostre que a Equacao atribuida a Mechersky satisfaz este principio.
(0,5)

O Principio de Relatividade de Galileu afirma que as leis fundamentais da fisica sdo as mesmas em todos referenciais
inerciais.

No caso em andlise, considerando-se dois referenciais inerciais, define-se: (i) Vv como a velocidade da particula medida
em relagdo a um dos referenciais e (ii) V' como a velocidade da particula medida em relagdo ao outro. Seja Vo a
velocidade relativa entre os dois referenciais inerciais, de forma que, V=V + V. = V=V . Assim, a Equacdo de
Mechersky pode ser transformada de um referencial para o outro como segue:

F =S ) -

T T ,

3 dV+dm_) dm_, d7+dm S g dm(_>,+_,
Tt E Y T @ T M T O V) T W A V)
_d( ) dm_,

“a ac

Ou seja, a identidade, na forma, mostra a invariancia da equagdo de Mechersky com respeito a escolha do referencial
inercial.
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. L . A= _d o . ~
Observa-se ainda que, ao contrario, a simples relacdo F = m (mV) depende da escolha do referencial e, portanto, ndo
obedece ao Principio de Relatividade de Galileu. De fato,

dv dm_ dv' dm _,
=m—+—v=ma+aﬁ +Vrel)

Parte II. Complemento da Questdo 2. Ainda com Q constante, construa a fun¢do de energia potencial ‘efetiva’,
V(x)=Vg(x)+V(x), com V. =—%szx2 , que ¢é conhecida como fungdo potencial centrifuga. Analisando esta

funcdo, discuta a estabilidade dos possiveis pontos de equilibrio. (0,5)

Temos:

V(x) =1 KX + L Kox' = m@x = LK, —mQ” )X + 1 Kx' )
cuja derivada ¢ dada por:

% =V'(x) :(K, —mQZ))c+K3)c3 = [(Kl —sz)+K3x2]x . @)

A condicdo de equilibrio ¢ dada por V'(x)=0, que recupera a Eq. (9) da resolucdo da questdo 2, cujas raizes sdo dadas
pela Eq. (10). O ponto de equilibrio em estudo sera estavel se V'(x)=0. Ou seja, se a segunda derivada da funcdo
potencial for maior do que zero naquela posigdo. A segunda derivada ¢ dada por:
d*v
i
Nos possiveis pontos de equilibrio, X =0 e x =+4, temos:

V'(0)=-m(Q - 0™)

=V”(x):(K1 —sz)+3K3x2 zm(a)*2 —Qz)+3K3x2 =3K,x’ —m(§22 —a)*z) : (3)

e : “)
V'(£f) =3K,p* -m(Q’ -0 ) =3K, Kﬂ(gz —0”)-m(Q - 0?)=2m(Q* - ")

3
Assim:

(i) Caso Q<@ : s6 existe um ponto de equilibrio, o trivial, x¥=0. O equilibrio ¢é estavel, pois
V'(0) =-m(Q - ™) >0,

(ii) Caso Q> w': existem trés pontos de equilibrio, x=0 ¢ x=+4. O ponto de equilibrio trivial ¢ instavel (um
ponto de sela), pois V"(0)= —m(Q2 —a)*z)< 0. Os pontos de equilibrio x=+£ sdo estaveis, pois
V'(£B) =2m(Q -0”)>0.

(iii) Caso limitrofe Q=w": os pontos de equilibrio ¥ =+4 coalescem com o ponto de equilibrio trivial x =0. Nesta

situagdo V"(X)=0.E o limiar da estabilidade de uns e outros. Trata-se, na linguagem da teoria de sistemas
dinamicos, de uma ‘bifurcagao estrutural’.
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