ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Departamento de Engenharia Mecéanica

PME 3200 — MECANICA Il — Terceira Prova — 06 de juho de 2017
Duragédo da Prova: 110 minutos (ndo é permitido usacalculadoras, notebooks e dispositivos eletrénicos similares)

LS 12 Questéao (3,0 pontos sistema material ilustrado na figura é
constituido por dois blocos de massas e m, ligados por um cabo
inextensivel passante por uma polia de massaraioR, a qual é
ligada a uma superficie fixa por meio de uma melaahstante elastica
k. O comprimento natural da molarg e ndo ha escorregamento entre o

y cabo e a polia. Adotandpe y; como coordenadas generalizadas, pede-
se determinar:

(a) a expressao da energia cinética do sistema;

(b) a expresséo da energia potencial do sistema;
(c) as equacdes diferenciais que governam o movimensestema.

Y2

................ (ml)

RESOLUCAO

Os movimentos dos blocos de massa® m, estdo sujeitos ao vinculo
yit7R+y, =c 1)

em guec € uma constante.

Derivando-se a equacédo acima, resulta:

VYi+tY¥2=0=V¥2=-¥% (2

A velocidade angular da polia €

322

A energia cinética do sistema é:

2 /. \2
T:% My +my(y+ yu)? +ma(y + y2)° + = (ﬁl }

2 \R

Substituindo-se (2) e (3) na expresséo acima eesult

il .. o . M .
T =3 My? +my(y + y1)* + mao(y - y1)? +7y12} (4) (1 ponto)

A energia potencial do sistema é:

1
V = ZKly-ro)* - May-mig(ys +y)-mog(yz +y)
Substituindo-se (1) na expressao acima, resulta

1
v =2kly=to)* ~May-mg(y: +y)-meg(c-R-y1 +y) (5) (1 ponto)
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O lagrangeano do sistema é:

1

L=T-V :%[Myz +my(y+ v )? + my(y - ya)? +%y12}—b

Para a coordenada tem-se:
i % —% =0
dtlay ) oy

. (g—;j:Mym(wyl)ﬂnz(y—yl)

%(g—;j =(M +my +mp )y + (my - mp )i

(Z_;] = ~k(y = o)+ (M +m +m,)g

Para a coordenadg tem-se:

dfoL)_ oL _,
dt oy, ) oy

© (ool ) mely- )+

E(EJ = (my _mz)y+(ml +% + mzjyl

dt| ays
oL ) _(
(a_yl) = (m -my)g
As equacdes diferenciais que governam o movimem&isiema séo:
. (M +ml+mz)y+(ml—m2)yl+k(y—/60)—(M +ml+m2)g:0 (6)
. (ml—mz)y+(nh+%+mzjyl—(rnl—mz)g=0 (7)

Escrevendo-se essas equagdes na forma matricidhres

M +my +mp LS g1, [k O] y]_[Ko+(M+m+me)g
m-m Sormerm g0 of (v | (m-mp)g
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k(y=70)? - Mgy -mig(y: + y)-meg(c- 7R y1 + y)}

(%2 ponto)

(%2 ponto)
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22 Questao (3,5 pontos)A hasteABC, de
massa desprezivel e dimensdes indicadas na N
figura, gira em torno do eixo vertical com

velocidade angulap(t)K sob a agéo de um
torque Ta(t) fornecido por um motom
acoplado a extremidad® Na extremidade
C da haste ha um segundo motdr., de

massa desprezivel, que aplica um torque
Tc(t) @ um disco de mass@l , raio R e

centro C, forcando-o a girar com
velocidade angulag(t)k em relagéo a haste

ABC. Ambos os sistemas de coordenadas
mostrados na figura -AXYz (associado a 2

base 1JK) e Cxyz(associado a basgjk)
sdo_ligados a haste ABC. O eixo
Cxpertence ao plancABC. Adotando ¢
(rotacdo em torno do eixo verticdl) e ¢ (rotacdo em torno do eix0z) como coordenadas generalizadas,
determinar:

Vista QQ’

(a) o vetor rotacdo absoluta do disco descrito norestge eixoxyz, ligado a hast&BC,

(b) a expressdo da energia cinética do sistema;

(c) a expresséo da energia potencial do sistema;

(d) a expresséo das forcas generalizadas agentegerasis

(e) as equacdes diferenciais que governam o movimensistema.

RESOLUCAO

O vetor rotacdo absoluta do disco € dado por:

D= @ar + et = PR +K = plSind +costk )+ gk = psind +(pcosd+g)k (1) (Y ponto)
A velocidade do pont@ do disco é,

Vo=Vg +@0(C -B)=0+|psind +(pcosd +¢)k| 1K = -bpsing ) (Y2 ponto)
A energia cinética do disco é dada por

1 1
T=2wvE + (ot + doyef + dciak) (3)

Substituindo-se (1) e (2) na equacao acima, tem-se:

1

2 2
T :EMVcZ +%(Jch&2 +Jeyaf +JcZw§):%M¢Zsin29+%|:MR #2sin® 6+ MR

4 2

(¢cose+¢)ﬂ

MR?

2
=T :%szql)zsin2 H+%{T¢25in2 9*%(& cos? G +% + 2¢z//c0519)} -

aT= % Mb?@?sin® 6 + MTRZ[¢2(1+ cos’ 6’)+ 2(1//2 +2py cose)] (4) (%2 ponto)

A energia potencial do sistema é constante. Adotaedcomo referéncia a cata= 0, tem-se:
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V = (a+bcosd)Mg (5) (%2 ponto)

Para determinar as forcas generalizadas agentsistema realizamos dois experimentos virtuais —cam
g # 0,0y =0, outro comadg =0,y #0.

Do primeiro experimento resulta o trabalho virtual

1 = M 3 [Bgky =Tadp

Do segundo, resulta:

or = M & [dyk =Ty

Portanto, as forcas generalizadas que agem nmsis$éo:

Fs=TaeFy=Tc (V2 ponto)

Introduzindo-se nas equac¢fes de Lagrange as efipsedsa energia cinética, energia potencial e dmgad
generalizadas, obtém-se as equacdes diferenceigayernam o movimento do sistema.

Para a coordenada, tem-se:

d(aTJ oV _
—|=—=|-—=F
dt 9g ) 0¢

2 2
. Z_; = Mb?sin? 6p + Mf (1+ cos? H)a) + M2R cosOy

2 2 2
. i("—T]zlvlbzsinz 6 + MR (1+cosz 9)¢+ MR cos&d)=% 4b? sin”  + R2(1+c0526’)¢+ MR cosay

dt\ ag 4 2 2
. a_V =0

09
O [4b2 sin® 6+ R2(1+ cos’ 9)]¢ +2R? cosAy = %(t) (6) (¥4 ponto)

Para a coordenada, tem-se:

d(aTJ_av “F,

dilog) oy
T _ MR?
=+ geoso)

2
e
. a—F:O

oy

. 2Tc |t
O +@gcosl = ﬁ(z) (7 (%2 ponto)
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32 Questéo (3,5 pontos)O dispositivo da figura é
composto por um bloco de maddae uma barra de
massam e comprimentd.. O bloco pode deslizal
sem atrito ao longo de uma guia horizontal de se
quadrada. O bloco é vazado por um furo de mes¢
secdo quadrada, de forma a envolver a ¢
completamente, como uma luva. A barra,
distribuicio homogénea de massa, esté ligada a
amortecedor rotacional de constaflg, fixo ao
bloco emO; assim, a barra pode girar livremen
em torno do eixoOQy, perpendicular ao plano d
figura. O bloco esta ligado as pecas verticaisvérs
de duas molas idénticas, de constdhi de dois amortecedores lineares idénticos ddasur€. O conjunto
esta sujeito & acdo do campo gravitacional. Pede-se

(a) escrever as funcdes energia cinética, energia gatenpotencial dissipativo de Rayleigh;

(b) escrever as equagodes diferenciais do movimento;

(c) determinar as posi¢Bes de equilibrio do sistema;

(d) descrever brevemente com suas palavras o efefte damover do sistema o amortecedor rotacionagnpor
preservando-se os demais.

RESOLUCAO

A velocidade do centro de massa da barra, é:

— N -4 B -3 L . T L . A L g A L .

Ve =xi +4 0(G-0)=xi +4 D(—Esma —Ecos&(] = (X—HECOSH) + HEsmH& 1)
A funcéo energia cinética do sistema, é:

2 2 2
T=iw2+img + 23502 =2mi + 2m[x-6 coss| +[oLsing| |+1ME g2
2 2 2 2 2 2 2

2 12
2 2
ST =2 v+ im @+ 25 —xdcosa |+ 1ML g2 (2) (¥ ponto)
2 2 4 2 12
A funcéo potencial do sistema, é:
V= mg% (1-cos)+kx? (3) (% ponto)
O lagrangeano do sistema, é:
2 2
L=tmx?+imx?+62 L x4 cosg|+ 1ML g2 mgL(l—cose)— kx? (4)
2 2 4 2 12 2
A funcao potencial dissipativa de Rayleigh, é:
1 .2 1 .2 1 2 .2 1 N2
R==X“+=X“+=cj; = X" +=cy0 5) (¥ ponto
2 2 2? 2? (5) (2 ponto)

Para a coordenada generalizadatem-se:
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. a—',‘=|\/|>'<+m>'<+1ma_cose
ox 2
N % =(m +m)X+1mL(—9cost9+6"zsin0)
dt\ ox 2
. a—L=—2kx
ox
. R
ox
« oM +m)k—%mLcos€é+%mLsin992 +2kx+2c =0 (V2 ponto)

Para a coordenada generaliz&daem-se:

o O Lo+ mixcoss
06 3 2
. E(a—l'.j=1mL265+lmL(—5(c0549+>‘<6"sin6’)
dt\og) 3 2
O L ikdsing- mgksine --L m(X9+ g)sine
06 2 2 2
oR .
e —=Cyb
06
1 o1 25 L . :
. O —EmLcoséngmL 9+ngsm0+c99=0 (2 ponto)

Portanto, o movimento do sistema é governado gelqsintes equagdes diferenciais:

(M +m)i(—lmLcosé’EHlmLsiné’E?2 + 2kx+2ck =0
1 ? 1 2 L : (6)
—EmLcos&+§mL29+ngsin9+c99=0

As posicBes de equilibrio do sistema sdo obtidasﬁrdo-se%—v =0e g—\; =0. Assim, tem-se:
X
ol =2kx=0=x=0
0x

6 =0: equilibrio estavel
@ = mr: equilibrioinstavel

N = mgksin6’= 0=
06 2

(2 ponto)

Note-se que, ho sistema de equacdes diferenciaiknegres (6), as variaveise 6§ estdo acopladas, ou seja, a
evolucao temporal de é afetada pela dé e reciprocamente. Por esse motivo, a eliminacdandartecedor
rotacional ndo promove 0 movimento d& a condigdo denovimento ndo amortecidblote-se que o sistema

continua a perder energia mecéanica, em virtude;8a dos amortecedores lineares. Essa perda fagwera

amplitude dex diminua com o tempo e, em virtude do acoplamea® \cridveisx e &, a amplitude do
movimento angular da barra também é diminuida giatknte. A mudanca efetiva que ocorre com a remogéao
do amortecedor rotacional diz respeito as taxadedaimento das amplitudes dee 6: estas diminuirdo
comparativamente com as anteriormente observadasulras palavras, 0s movimentos assintoticos dmam
as coordenadax e 6 convergirdo para 0 né estavel=0,6=0, mas em um tempo superior ao que

caracterizava o sistema provido de amortecedociootal.
(*2 ponto)
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42 Questdao (1,0 ponto)Refere-se a palestra de 20/06/2017 sobre o teistar®as de Massa Variavel'.

(a) Enuncie, com suas palavras, o Principio da Retitilé de GalileuRRG.

dp _ =
(b) Mostre que a forma de Levi-Civita, ou s{@‘ F , hdo satisfaz ad®RG ao passo que a forma de
p=mv

~_g.(dm
Meshchersky, ou sej{,ma =F +(E) Wrel , em que w é a velocidade da massa acrescida ou perdida em
Viel =W—V

relacéo ao referencial inercigdatisfaz a esse principio.

RESOLUCAO

O Principio da Relatividade de Galileu afirma @seleis fundamentais da Fisica sdo as mesmas ers txl
referenciais inerciais

No caso em andlise, considerando-se dois referenceciais, define-se: a)como a velocidade da particula
medida em relacdo a um dos referenciais & lopmo a velocidade da particula medida em relacémuto.

Seja v a velocidade relativa entre os dois referenciasfotdma quev =v' + vV, = V=V.Assim, a Equacéao
de Meshchersky pode ser transformada de um refatgaca outro como segue:

d, .y dm_. dm_. dv dm_ dm,,

—(mv)——W:—v+m———W— (
dt dt dt dt dt dt
Note-se que a identidade, na forma, mostra a #éwveid da Equacdo de Meshchersky com respeitoothasc
do referencial inercial.

E =

Procedendo-se analogamente com a simples relﬁgé%(mv), ou seja, fazendo-se

F=I(m)=9mg+ m® - 9MGr g )emP = 9 ()4 9y
dt dt dt  dt e
nota-se que ela depende da escolha do referémaiaial, ou seja, ndo obedece ao Principio datiRielade de

Galileu.



