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Duracao da Prova: 110 minutos (nao é permitido uso de calculadoras)

1? Questao (3,5 pontos)

No sistema mostrado na figura, o bloco de massa M estd
acoplado a duas molas de rigidez K. O ponto central A do
bloco esta articulado a uma barra AB, de massa m e
comprimento [. Na articulacio A hd uma mola rotacional
linear de constante de rigidez Kr. As molas lineares tém
deformacio nula quando a coordenada x do ponto A vale zero
e a mola rotacional tem deformacg@o nula quando €=0. Uma

forca horizontal F(r)estd aplicada no bloco. Usando x e

NN\

6 como coordenadas generalizadas: 5

(a) Escreva as fungdes de energia cinética, T =T (x,60), € P77777777777F7 77777777777,
potencial V =V (x,6). SN

(b) Deduza as equagdes de movimento usando o método de Lagrange.

(c) Seja q=[x 6] o vetor de coordenadas generalizadas. Mostre que q =[0 0]° é um ponto de

equilibrio e linearize as equacdes de movimento em torno deste ponto.
(d) Escreva as equagdes linearizadas na forma matricial, M{ + Kq =Q, construindo explicitamente

as matrizes de Massa, M, e rigidez, K.

Resolugdo:
(a) Energiacinética: T =Ty, +Tgp00
1. .5
T, —Mx
Bloco 2
Ty.,,.= %mVAVA + mVA.[é A G- A)} + %{ﬁ}t [IA ]{9}, em que VA =xi
1 .2 e A\ l g l = 1 A2 1 2
=T, = —mX" +mxi. (9 )k Al ——=sen@i +—cosf j ||+=J,0",com J, =—ml
2 2 2 2 3
1 2 « N l 1 2A2
=Ty ==mx" —mx6@—cos@+—ml"0
2 2 6

_lr :%(M )i —m)‘céécos9+ém1292 0.5)

Energia potencial: V =V, +V,

rav Elastica

:mgécos0+%Kx2+%Kx2+%Kﬂ92

=|V=Kx’ +mgécos€+%KT92 0,5)

Fungdo Lagrangeana: L=T -V = %(M +m)x? - mjcéécos& +%m1292 - Kx* —mg écos 0- %KTGZ

Funcdo dissipativa de Rayleigh: R =0

X _g (05)

Trabalho virtual 8 W = Fox = forcas generalizadas Q = F g_x =Fe Q,=F 50
x
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(b) Equacgdes de Lagrange:
Coordenada x:
a—lfz(M +m)5c—m9£cosl9 :>i a—L =M +m))'é—micosﬁé+m9.2£sen9 ; a—L=—2Kx
ox 2 dr\ ox 2 2 ox
=|(M +m))'c'—mécosﬁé+m92ésen9+2Kx: F
Coordenada 6:
2
a—L. = —mxicos0+ lmlzé} = i(—j = —mjc'icost9+ mfcisen6?9+ ml—é ;
00 2 3 dt\ 00 2 2 3
g—gz mfcésenﬁﬁ#mgésenﬁ—l(rﬁ
" . )
= —mx5c0s0+mgﬁ—mgasenéwl(rﬁz 0| (0,5
oV oV oV [ aV _ ‘.
(©) g =2Kx= a_x =0=0; 8_6? =K, 0- 2mg5senl9 = a—0|9:0= 0, portanto q =[0 0] € ponto

de equilibrio (0,5)
Linearizacdo

2 2
Zaikék +Zbiqu =0, parai=1,2, emquei=1refere-se a coordenada x e i = 2 refere-se a 0
k=1 k=1

2

o _azT_M+m b11:37vx—0:2[{
Tt a,=M+m o=0

g 20T g S om0V A
Fam =00 2 0 AT T T S T 0e 0 T ¢ T T a0 T

’'T ml* mi® - -
Op=2,7""% Ay =—— o’V mgl
29t T2

Coordenada x:

a,X+a,0+b,x+b,0=0, = (M+m)x—m56?+2Kx:F

Coordenada 0:

. N l
a,Xx+a,,0+b,x+b,0=0, = —m5x+m§9+KT9—mg§9=O 0,5)

M +m —mé X| Mk 0 <1 TF
(d) Na forma matricial: / 5 + 0 gl {}:{O} 0,5)
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2 Questao (3,5 pontos)

No sistema mostrado na figura, o disco de centro A possui massa m e
raio R e rola sem escorregar em relacdo aos discos de centro B e centro
C, ambos de massa m/2 e raio r = R/2. As periferias dos discos de centro
B e C estido acopladas a molas de rigidez k e amortecedores viscosos

lineares de constante ¢. Um torque M@t =M oCoswt k estd aplicado ao

disco de centro A. Utilizando a coordenada generalizada 6, e assumindo

que as molas estdo sempre tracionadas e t€m deformacdo nula quando a

coordenada 6 vale 6,, pede-se:

(a) A energia cinética do sistema.

(b) A energia potencial do sistema.

(c) A funcdo de dissipacdo de Rayleigh do sistema.

(d) As equacdes de movimento para a coordenada 6, usando o método
de Lagrange.

Resolugdo:
Definindo como ¢ o angulo de rotacdo do disco de centro A, tem-se, considerando-se o contato dos
R 6 . 6
discos: pR=6Or=0—=>¢9=—¢e¢ ¢p=—
/ 2 ¢ 2 ¢ 2
(a) Energia cinética: Para cada um dos discos
T, .= %mVO .\70 + mVO.[(D/\ (G- 0)] + %{(o}t [IO ]{(o}, em que O € o centro do disco, com \70. =0
1 1. 1 . mR*6*
=>T=—J,¢p"+=J,0=J.0 =|T= 1,0
e g 0
(b) Energia potencial: A deformacdo x de cada mola é dada por x = r(6 — 6, )= g(ﬁ - 90)

R 2
=V = kb(ﬁ—ﬁo)} (1,0)

242 2
Fungdo Lagrangeana: L=T -V = mR8 o _ I{B (6- 6, )}

2
~ T . . - R, cR*6*
(c) Funcdo de dissipacdo de Rayleigh: Para cada amortecedor x =ré = 30 =|R= 2 (0,5)
. : 0 M

(d) Forgas generalizadas: Trabalho virtual 6 W = Mdp = Q,=M YR 0,5)

OL mR® _d(oL)_ mR>; OL oR 2
Equacdo de Lagrange: — = =—|—|= 0 ; —=-2rkl@—-6,) e —=2cr 0

s Y- a\6) 4 96 ©-6) ¢35

= o
4 2

4
mR* . kR*(0-6,) cR0 M
+ + > :?

ou usando raio r |mr’6 + 2kr* (0 -6, )+ 2er’0 = % (0,5)
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3? Questao (1,0 ponto). Baseada na palestra proferida em 16/06/2016. ﬁ

(a) Cite o nome de trés eminentes cientistas que trataram do tema “mecanica dos
sistemas de massa varidvel”’, comentando suas respectivas contribui¢des no
contexto da histdria da ciéncia.

(b) A figura ao lado mostra a idealiza¢do de um problema cldssico da mecéinica
dos sistemas de massa varidvel. Como ¢é denominado este problema na g ‘
literatura cientifica e qual sua relevancia? Quais sdo as principais hip6teses
simplificadoras usualmente adotadas em sua formulagio?

Resolucdo:
(a) Sao intmeros os nomes que podem ser citados, de eminentes cientistas que trataram do F
tema. Dentre muitos, podemos citar:

y

von Buquoy, cientista tcheco quem historicamente, em 1812, deu o primeiro

tratamento ao problema idealizado da corrente em queda sob a acdo da gravidade, ou dela suspensa a
partir de uma mesa;

Poisson, em 1819, discutindo o trabalho de von Buquoy; Cayley, quem tratou do mesmo tipo de
problema, via Mecanica Analitica, em meados do século XIX;

Mescherskii, cientista russo quem, em 1894, publicou importante monografia (dissertacdo) sobre a
correta aplicacdo da segunda Lei de Newton para particulas que perdem ou ganham massa, forma esta
que recebeu seu nome de na literatura especializada;

Levi-Civita, eminente mecanicista ¢ matemético italiano, quem formulou o problema particular, que
leva o seu nome, no qual a velocidade da massa que € perdida (ou ganha) adquire (tem) velocidade nula
imediatamente apds o (antes do) evento, velocidade esta medida em relacdo ao mesmo referencial
inercial com respeito ao qual o movimento da particula em estudo € medido;

Mclver, quem em 1973 enunciou extensdo do Principio de Hamilton, na forma do Teorema do
transporte de Reynolds, para o devido tratamento de sistemas de massa varidvel sob a 6tica de volumes
e superficies ndo-materiais;

Cveticanin, cientista sérvia, contemporinea, que desde a década de 1990, se dedica ao estudo de
mecanismos e sistemas multi-corpos de massa varidvel, com aplicacdes industriais;

Irschik, mecanicista austriaco, contemporaneo, quem se dedica a formalizacdo matematica de sistemas
continuos de massa variavel;

Casetta, mecanicista brasileiro, que vem se dedicando ao estudo de problemas inversos, aos principios
variacionais e a formalizacdo matematica de sistemas discretos e continuos de massa varidvel, incluindo
uma generalizac@o adicional do enunciado de Mclver. 0,5)

(b) O problema idealizado, ilustrado na figura, é denominado Problema de Cayley. Constitui-se no problema
classico do estudo da dindmica de sistemas de massa varidvel, sempre aludido quando da discussdo formal do
tema. Representa uma classe de problemas em que a massa de um subsistema pode ser considerada como
explicitamente dependente da posi¢do (no caso a parte suspensa). Esta classe de problemas invariavelmente
conduz a falsos paradoxos, 2 medida em que duas formas distintas de equagdo de movimento podem ser
deduzidas (uma delas errdnea), se a correta forma da Equagdo de Lagrange ndo for devidamente empregada. De
fato, a deducdo da equacdo de movimento feita por Cayley, baseou-se em uma variante especifica da equacgdo de
Lagrange, mais tarde demonstrada a partir de principios variacionais, por Cveticanin, 1993 e por Pesce, 2003, em
contexto mais abrangente. As principais hipéteses simplificadoras adotadas na formulacdo deste problema sdo:

A parte suspensa da corrente € tratada como um corpo rigido em translacdo vertical pura, continuamente
aumentado em seu tamanho;

Nao ha qualquer forma de atrito agindo entre os elos ou entre eles e a mesa de suporte;

Admite-se que o elo que deixa a mesa € subitamente acelerado, adquirindo imediatamente a velocidade
da parte suspensa, desprezando-se qualquer outra forma de transferéncia de quantidade de movimento;
A velocidade da parte de corrente empilhada € tomada como nula; ou seja, esta parte € vista como uma
fonte ideal de massa em repouso. 0,5)



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Departamento de Engenharia Mecéanica

4* Questao (3,0 pontos). Baseada no EMSC2016.
Adotando-se hipéteses simplificadoras, pode-se supor
que o ponto P esteja sempre em contato com a pista e
que o conjunto permaneca na vertical. Sdo conhecidos o
comprimento da haste vertical inferior, h, e o
comprimento natural da mola, b. Também € conhecido o
perfil da pista a(x). Através do formalismo de Lagrange, foi deduzida a equacdo de movimento do

bloco, em torno da configuragio de equilibrio estitico, Z=h+b—mg/K, chegando-se a:
mfij+Cn+Kn=Cz, +Kz,,onde n(t)=z(t)-z.
Resolugdo:
(a) Determine, analiticamente, a frequéncia natural ndo amortecida, ®,, € a correspondente
amortecida, @, .

A frequéncia natural ndo amortecida pode ser prontamente calculada a partir do problema de
autovalor (ou de valor -caracteristico) associado ao correspondente oscilador linear

~ ~ . .. K
homogéneo, ndo-amortecido, m7j + K7 =0, resultando: @, = A /— .
m

A frequéncia natural amortecida segue da solucdo do problema de valor caracteristico do
oscilador linear homogéneo, amortecido, m7j+Cn+ Kn =0, resultando @, = @,+/(1- 4 2) ,
com {=C/C

cr?

onde C, =2mm, =2vmk € denominado valor critico do pardmetro de

amortecimento viscoso linear. 0,5)

(b) Particularize a equagdo dindmica que rege 77(f) para o caso em que a(x)= Asin(2mx/A),
onde A4 é o comprimento de onda da sendide. Para isso, tome x(0)=0, tal que x(t)=Vt e a
frequéncia de excitagcdo, associada ao movimento do sistema ao longo da pista, seja dada por
w=27aV/A.

Tomando-se  z, =(a(x(¢)) = Asin(2aVt/A) =Asinax, com @=2aV/A, segue que
Z, = @WAcosax . Desta forma, a equagio de movimento fica entdo escrita:

mij+Cn+Kn = A(Cwcosax + K sin ar) 0,5)

(c) Fornecida a rotina de simulacdo em ambiente SCILAB, foram solicitadas diversas
simulacdes. Os graficos (a), (b), (c), da figura abaixo, mostram os resultados de algumas
delas, apresentando o deslocamento imposto pela via e o deslocamento do bloco em funcio
do tempo. Pede-se discrimind-las de forma justificada, associando-as a uma das trés
situagdes: (1) de baixa velocidade, para a qual @< w,; (i1) de velocidade intermedidria,

W=, (iii) de alta velocidade, > @, .
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Figura 1. Deslocamento (m) vs tempo (s): imposto pela pista (—) e do bloco (- - -).

e 7 8 1 0 o 1 2 3

A tabela abaixo traz a discriminaco solicitada, com as devidas justificativas: (1,0)

Grdfico | Situacdo | Comentdrio justificativo

Trata-se do caso de alta velocidade, quando a frequéncia de excitagdao
w=2nV/Aé elevada, de tal sorte que a razdo de frequéncias,

w/ @, =27V [(Aw,)=V/(Af,), apresenta valor elevado. A resposta

estaciondria do sistema dindmico, quando o transitério ji evanesceu, € dita
(2) (iii) ‘supercritica’, por ser superessonante. A amplitude de movimento do bloco é
inferior a amplitude do movimento imposto, caracterizando-se ‘ganho’ menor
do que 1. A fase relativa entre os deslocamentos é préxima de 180 graus, ou
seja 0 movimento do bloco € contrario a0 movimento imposto. Diz-se que os
sinais estdo em quase-antifase.

Trata-se do caso de baixa velocidade, quando a frequéncia de excitagdao
@w=27V/Aé pequena, de tal sorte que a razio de frequéncias,

w/w, =22V [(Aw,)=V/(Af,), apresenta valor pequeno. Na realidade, no caso
(b) @) apresentado tem-se @ << @, . A resposta estaciondria do sisttma dindmico €

dita ‘quase-estdtica’ ou ‘subcritica’, por ser subressonante. Note que o
deslocamento do bloco € praticamente idéntico ao deslocamento imposto pela
pista, e a fase relativa entre os dois é praticamente nula.

Trata-se de caso de velocidade intermedidria, em que a frequéncia de
excitacdo € igual a frequéncia natural amortecida. Ou seja, a resposta
estaciondria do sistema é ressonante. A amplitude de movimento do bloco é
© (i1) superior a amplitude do movimento imposto, caracterizando-se ‘ganho’ maior
do que 1. A fase relativa entre os deslocamentos é proxima de -90 graus, ou
seja o movimento do bloco estd atrasado em relacdo a0 movimento imposto de
cerca de 90 graus. Diz-se que os sinais estdo em quase-quadratura.

(d) Esboce a resposta estaciondria do sistema (i.e., quando 77(¢) — Bsin(wt + ¢)) em funcido da
razdo de frequéncias, /@, =27V /(Aw,)=V/(Af,). Faga dois grificos, o primeiro mostrando

a amplitude de movimento B/A (‘ganho’) e o segundo sua fase relativa, ¢. Destaque nos
gréficos o ponto de passagem pela ressonancia. Dados usados nas simulagdes:
m=500kg; K =19,74kN/m; C =2,20kN/(m/s); A=10m; A=2cm;1m/s <V <30 m/s.

1,0)




