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Questédo 1 (1.0 ponto) - baseada na palestra do di@ de junho/2015

(a) Cite nomes de dois proeminentes cientidaséculo XIXenvolvidos no tema de que tratou a palestra
e descreva suas principais contribuicdes.
(b) Escreva a forma mais geral da segunda lei de Nepdom uma particula de massa variawgt) e

velocidade V(1) | sujeita & acdo de uma forca exte F (t) e que perde massa para 0 meio que a
circunda a uma taxa conheciday/dt< O, de tal sorte que a massa perdida adquiranitasteamente,

velocidade W(t) | suposta conhecida e medida relativamente ao mesfierencial inercial. Como é
denominada esta forma de representacdo da leiw®Mea literatura cientifica?

Respostas:

(a) Dois proeminentes cientistas do século XIX envasitio tema\ Mecéanica dos Sistemas de Massa
Variavel a serem citados sadArthur Cayley(1821-1895) dvan Vsevolodovich Meshchersg859-
1935).

ﬁ Arthur Cayley matematico inglés, dedicou-se ao estudo do prabldealizado da

corrente que cai de (ou sobre) uma mesa. Estegmnabhavia sido tratado de
forma pioneira pelo cientistaon Buquoy(Georg Franz August de Longueval,
Baron von Vaux, Graf von Buquoy, 1781-1851), em 2L&l apresentado na
Academia de Ciéncias de Paris, em 1815, de onéb&acalgum reconhecimento
de Siméon Denis Poisson, quem veio a tratar do tlandindmica de corpos de

gl massa variavel em 1819, através de uma publicas@eciéica naBull. Sci. Soc.
Philomat. Paris.

Cayley desenvolveu formulacdo Lagrangeana aprapaadproblema, de tal sorte
b a tratar coerentemente a dindmica da parte susgknsaorrente, cuja massa
—F depende de seu comprimento, ou seja da coordergmtaatjzada que define a
posicdo de sua extremidade. O estudo foi publicadol1857 no Proc. Royal
Society of London. Esta formulacéo especifica doiersas vezes, ora contestada
ora reconhecida, por mecanicistas ao longo do ®é¢x) até ser demonstrada, em ambito geral, por
Cveticanin (1993) e Pesce (2003).

Ivan Vsevolodovich Meshcherskyecanicista russo, de St Petesburgo, é consm@eld literatura
técnica do leste europeu como o cientista que dedaimentos a interpretacdo da segunda Lei de
Newton quando aplicada a particulas que perderggnbam) massa para o (do) meio que a circunda.
Tal interpretacdo recebe o nome de Equacado de kesty e considera, de forma proépria, a acdo
adicional da forca decorrente do produto da targpteal da variacdo de massa com a velocidade
relativa entre a particula em estudo e a massapgi@ghnha). Sua publicacdo seminal, dissertagéo de
mestrado, foi apresentada em 1897. Publicou um texto em 1914, referéncia fundamental a escola
russa de Mecénica, cuja traducdo para o inglésa@oorrer quase 50 anos depois, em 1960, por
ocasido do debate entre académicos norte-ameriaaaosa da interpretagéo que era dada a aplicacao
da segunda lei de Newton para sistemas de massaelamdebate este estimulado pela corrida
espacial.

Av. Prof. Mello Moraes — 2231 — 05508-030 — S&o Paulo — SP — BRASIL
TEL.: 55 11 3091-5355/5561/5570 —



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Avenida Professor Mello Moraes, n° 2231. cep 05508-900, S&o Paulo, SP.
Telefone: (Oxx11) 3091 5337 Fax: (Oxx11) 3813 1886

Departamento de Engenharia Mecéanica

O caso em que a matéria ganha/perdida tem/adalweidade nula em relacdo ao mesmo referencial
inercial em relacao ao qual se estuda o movimemfmadicula é especial - e hoje é conhecido como o
caso delLevi-Civita (1873-1941), importante matematico e mecanicistgano do final do século
XIX e inicio do século XX.

) (0,5 ponto)
) F(©) = m) S+ S0 - W) @
ou, equivalentemente,
If(t)+c;—r:1\7v=%(m\7), @)
ou ainda,
If(t)+<5=m(t)c:j—\t/;com Jchii—T(vT/—V) 3)

é a forma mais geral da segunda lei de Newton para particula de massa variave(t) e
velocidade V(1) | sujeita & agéo de uma forca exte F (t) e que perde/ganha massa para o meio
gue a circunda a uma taxa conhecidia/dt de tal sorte que a massa ganha/perdida tem/adquir
instantaneamente, velocidac W(t) | suposta conhecida e medida relativamente ao mesmo
referencial inercial. Esta forma de interpretac@omhecida na literatura cientifica cofBquacao de
Meshcherskye o termc® , proporcional ao produto da taxa temporal de gitade massa com a
velocidade relativa, € denominaflarca de Meshcherskyem homenagem ao famoso mecanicista
russo. Seim/dt<0, ou seja, no caso de perda de massa, o 1® 1pode ser interpretado como uma

forca de empuxo.
(0,5 ponto)
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Questao 2 (3,5 pontos)

Um rolete Q de massa desprezivel desliza sobre uma pista
cilindrica ideal de raidR, mantendo-se no plan©oxy, conforme
indicado na figura. Ligada@ h& uma haste de massa desprezivel e
comprimentor a qual, na extremidad®, prende-se uma particula
de massan. Considerando o sistema de referé@igz e tomando

as coordenadas generalizages 6, pede-se:

(a) descrever a posicdo dé em funcdo das coordenadas
generalizadas e dos parametros do problema;

(b) escrever a expressao da energia potenciabthors,;

(c) escrever a expressao da energia cinética thorsis

(d) Supondo que o sistema realize pequenas osedaga torno da
configuracdo de equilibrio, obter as equacgfes deimemto na
forma linearizada.

(a)

(P-0)=(P-Q)+(@Q-0)

(Q—-0)= R(send_)f — cosqj;j)

(P — Q) = r(senbi — cosbyj)

(P — O) = (Rsen¢ + rsenf)i — (Rcos¢ + rcosh)]

Portanto, as equacdes de transformacéao ficam:

r = Rsen¢g + rsend
y = —Rcosp — rcosb

(0,5 ponto)
(b)
A energia potencial é:
V = —mg(Rcos¢ + rcosb)
(0,5 ponto)
(c)
Partindo de
= Rsen¢ + rsenf — 1 = gﬁRcosgb + ércosﬁy = Rcos¢p — rcosd — 3 = éRsengb + Orsenf
chega-se a expressao da energia cinética:
1 1 . . . .
T =_-m(i*+9%) = gm (6Rcosd + Orcosd)® + (oRsend + 07“56710)2}
T = 3m [de}Q + 2Rrcos(¢ — 0)d0 + r2¢?
(1, 0 ponto)
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(d)

O sistema sera linearizado em torno da condig&mdiibrio, na que® =0 ¢ =0 . As formas quadraticas
da energia cinética e da energia potencial sdo

Ty = % Z Zajr%‘jr; Vo = % Z Z bj",q].q",

j=1r=1 j=1r=1 , com
3N

=X (Galegate) e = (a5 )

i=1

Como o problema é plano, a somatéria da forma qtiadrda energia cinética tem como limité e, no caso
do em questjdN = 1 (numero de corpos do sistema), ao passo que o altaaraus de liberdaden@2.
Com isso em vista, 0 primeiro passo consiste enewscas equacdes de transformacéo:

Jdx Ox y Oy
ai =m (@@ko;o)) +m <8_¢6—¢|(0;0)> = mR?cos?(0) + mR*sen”(0) = mR®

Ox Ox Oy Oy
12 = a1 =M <8_¢)%|(0;0)) +m <%%|(0;0)> = m(Rcos(0).rcos(0)) + m(—Rsen(0) — rsen(0)) = mRr

Ox Oz dy Oy
f (ﬁ%ko;o)) +m <%—9|(0;0)> = mr?cos®(0) +mr®sen®(0) = mr?

9*v
b1y = Wko;o) =mgR

oV [0V
big = boy = N (ﬁ) l(0:0 =10

oV
by = @ho;o) = mgr

Assim:

mR?> mRr q/) mgR 0 o _ |0
mRr  mr? 6 + 0  mgr 0| |0

(1,5 ponto)
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Questéo 3 (3,5 pontos) - baseada no EMSC#2/2015

Sabendo-se que a fungdo da energia potencial épgtalaxpressao abaixo,
V—1K52+1K52—1K[(2 _ 2)1/2_ 2 (2 2)1/2_ 2
= 3K8,2 + 3K0s" = 3k [ r v -2 L] e [ e e P oL

ou ainda,

) 12 2 ) Y2 2
V =1Kd,* +1Kdp? =4Ka? M(gj +(§—1)2] —%} +[[(§J +(%+1)2] —%
pede-se:

(a) verificar que a origer® € um ponto de equilibrio;

(b) explicar como varia o numero de pontos de éayiol estaveis do sistema em fung¢éo do quociefate

(c) fazer um esboco da projecdo do espaco de fase ssto é, K, dx/d), correspondente a simulacdo da
Figura 1;

(d) fazer um esbocgo da resposta temporal da coadd&rcorrespondente a simulagéo da Figura 2;

(e) quantos pontos de equilibrio vocé identifica Figura 2? Indique-os e qualifique-os quanto a sua
estabilidade.

Observacédo todos os esbocos devem conter elementos quetpermaracteriza-los como respostas efetivas
as solicitagdes. Exemplos desses elementos sataesuss eixos coordenados (relativas ou numeéricas,
quando pertinente) e identificacdo, nos graficegpa@hto (ou pontos) relevante(s) para a resposiadila.

Solucéo:

(a) Para a verificacdo de que (0;0) é um pontaydédilrio € necessario calcular as derivadas pardea
funcdo potencial, no ponto solicitado, e constqter o resultado € nulo:

T o0y = Ko (2 + (v — ) — L)a? + (v — ) M2

(@2 + (g + )2 = D) + (y +a)*) %] () = 0

_ZV l0i0) = K [((3«“2 +(y—a))? = L)@+ (y - a)’) V2 (y - a)+
Y
(@ 4y + a2 = D+ + @) Pt a)] [go = HO

—(a=L)4+(a—L)=0

b) Para./a<1 ha um ponto de equilibrio estavel, a saber, (p&)aL/a>1 ha dois pontos de equilibrio,
estaveis e simétricos, com relacdo ao eixo dasaddes; paré/a=0 ha um ponto de equilibrio instavel, (0;0),
denominado “centro limitrofe”, ponto este que dgem a uma bifurcagéo do equilibr{,5)
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Projecdo x do espago de fases Evolugdo temporal da posi¢do x
0.8
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(e) Na Figura 2 séo identificaveis 3 pontos delégyio (0,5)
Sao eles: (0;0) — instavel

(0; -0,37) — estavel (0,5)

(0;+0,37) — estavel
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Considere um sistema formado por duas barras.
A primeira, AB, esta articulada, no ponto A, a

outra, AE. Ambas tém massae comprimento
L. A barra AE pode deslizar horizontalmente
sem atrito. A barra AB pode girar em torno dc
ponto A, mantendo-se no plan@xy. Na
articulagdo A hd uma mola rotacional linear d
constante de rigideK. A articulagdo A é
lubrificada e o efeito da lubrificacdo pode se
representado por um amortecedor rotacion
linear de constante de amortecime@toA mola
esta no seu angulo natural quando o angui®
nulo, ou seja, quando as barras estdo alinhad

Tomando as variaveis e 8§ como coordenadas

"

X
|

(¢]
K,C

generalizadase considerando a acdo de uma
forca F(t), de direcdo horizontal e aplicada ao

ponto E, pede-se:

(a) a expressao da energia cinética do sistema;

(b) a expresséo da energia potencial do sistema;
(c) a expressédo da funcdo de dissipacdo de Rayl&ighepresentativa do amortecedor rotacional de

constanteC;

(d) a expresséo do trabalho virtual da forga (n&o cuatea) F(t);

(e) as equagdes de movimento do sistema.
a)

T = T4 + T8 = Im(z) + Lo + LJg6?

L. . /L. .
vy = (x'— 598&11«9)2’—!- (590089>j

1 . 1 L. 1 L.

T — _ - . . 2 - - 2
2m(a:)+ 2m(:v 2951n0) + 2m(200030) +

b)
1 L

V= §K92+mg§sin€

c)

R=lo@

2

1mL? .,
2 12

(1,0 ponto)

(0,5 ponto)

(0,25 pontos)
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d)
Wp = F(t)dx
(0,25 pontos)
e)
Eg. em x

; L.
2mi — m§0 sinf — m§92 cosf = F(t)

Eq. emd

1 . L . L
gmLQG — mafr}sin9+C(9+K9+mg§ cosf =0
(1,0 ponto)
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