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Mecéanica B — PME 2200 -3* Prova — 24/06/2014
Duracio da Prova: 100 minutos
(Na ¢é permitido o uso de calculadoras, celulares, tablets e/ou outros equipamentos similares)

1* Questao (1,0 ponto) - Refere-se a palestra de 10/06/2014.

e

Considere o problema idealizado de Cayley, ilustrado ao lado. A corrente de densidade de massa
linear 1 € puxada pela forca F, sob a¢do da gravidade, a partir da mesa onde se apoia. Pede-se:

(a) Escreva a fun¢do Lagrangeana do problema, considerando a parte suspensa da corrente, de

(b) Deduza a equagiio de movimento fazendo uso da Equagdo estendida de Lagrange, propria
para sistemas de massa explicitamente varidvel com a posi¢@o, que no presente contexto toma a

. d{a_Lj oL __10mg

j massa Mg (y) =y , escrita como fungfo linear da coordenada generalizada y.
o

+F

-5 y
dy 2 dy

F (¢) Compare a equacdo acima deduzida com aquela que seria obtida com o emprego da

Equacido usual de Lagrange, vélida para sistemas de massa invariante. Discuta o resultado.

2* Questao (3,0 pontos) - No sistema mostrado na figura, a barra AB tem k
massa m e uma de suas extremidades estd acoplada a um conjunto composto F A aw i B

por mola de rigidez k e amortecedor viscoso linear de constante c¢. O disco de
centro O tem massa m e raio R e rola sem escorregar em relacdo a barra AB. O
movimento da barra esta restrito a direcdo AB e a mola tem deformagdo nula M (

quando a coordenada @ vale zero. A forca F =—F j estd aplicada na

extremidade A da barra AB e o momento M =—M k estd aplicado sobre o JL_

disco. Usando € como coordenada generalizada, determine a equagdo de 6
movimento usando o método de Lagrange.

3 Questao (4,0 pontos) - No sistema mostrado na figura, o bloco de massa m estd
acoplado a duas molas de rigidez k. O centro O do bloco estd articulado a uma
barra de massa m e comprimento /. As molas t€m deformacdo nula quando a
coordenada x do ponto O vale zero. Usando x e 6 como coordenadas
generalizadas:

(a) Determine as equagdes de movimento usando o método de Lagrange.

(b) Linearize as equagdes de movimento em torno das coordenadas de equilibrio

x=0e 6=0.

NN\

NN\

4? Questao (3,0 pontos) - A barra AB, de massa 2m e comprimento L, estd
articulada em A e apoiada em B sobre uma mola de rigidez k e cujo M /
comprimento natural € consistente com 6,=0. A barra CD, de massa m e

comprimento L, estd articulada am D e apoiada em C sobre uma mola de
rigidez k e cujo comprimento natural é consistente com 6,=0. Um fio
inextensivel interliga os pontos B e C, passando por uma polia de centro E

e raio R. Um momento M pode ser aplicado 2 polia, M =—M k . Admite- A \6:

se que o fio estd sempre esticado e que ndo ha escorregamento entre o fio ﬂ" B
e a polia. Pede-se: f K %
a) Determine a configuracdo de equilibrio, utilizando o Principio dos

Trabalhos Virtuais e momento M=0.

b) Determine o valor do momento M tal que o dngulo de equilibrio seja nulo.
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1* Questao (1,0 ponto) - Refere-se a palestra de 10/06/2014.

ﬁ Considere o problema idealizado de Cayley, ilustrado ao lado. A corrente de densidade de massa

linear 1 € puxada pela forca F, sob a¢do da gravidade, a partir da mesa onde se apoia. Pede-se:

(a) Escreva a funcdo Lagrangeana do problema, considerando a parte suspensa da corrente, de
j massa Mg (y) = My, escrita como fungdo linear da coordenada generalizada y.
o

(b) Deduza a equagio de movimento fazendo uso da Equagdo estendida de Lagrange, propria
para sistemas de massa explicitamente varidvel com a posi¢@o, que no presente contexto toma a

d(oL) oL  1om, .,
3 forma: —| — [-—=—— Y +F
] dt\dy ) dy 2 dy
i F (¢) Compare a equacdo acima deduzida com aquela que seria obtida com o emprego da
Equacido usual de Lagrange, vélida para sistemas de massa invariante. Discuta o resultado.
Resolucao:

(a) A funcgdo Lagrangiana no presente caso, de um sistema holdbnomo com um tnico grau de liberdade, representado pela

(b)

(©

coordenada generalizada y, €, por definigdo, dada por: L(y, y,1)=T(y, y,t)—=V (Y, y,t), com T e V as fungdes de
energia cinética e potencial (gravitacional). Tais fun¢des sdo dadas, respectivamente, por:

1 1
T(y,y)=—my> =—uyy’ 1) (0,2)
.y zmsy zﬂyy (¢
. ¥y 1
e V(y,y)=—({gﬂ§d§=—5ﬂgy2- (2)(0.2)
Assin L(y.3) = i+ piy” - @ .0

Os termos da equagdo de Lagrange estendida, propria para o presente sistema de massa que varia explicitamente com
a posi¢do, a qual é ganha pela parte suspensa a partir da parte em repouso, sdo entao:

L _ o ALY

8)') Ly di 8)') H(y yy

_oL__ 1., ) (0,2)
P ﬂ(zy +8y)

_lomg o lowy ., 1 .,

2oy 0 29y e

Notando que o terceiro termo cancela identicamente a primeira parcela do segundo termo, a equacdo de Lagrange
estendida, conduz a equacdo de movimento:

L F
Yy —gy=—> ®)
yri

2

ou j=g-2+L. 450 6) (0.2)
y oy

Nota: esta segunda forma de representagdo da equacdo de movimento, Eq. (6), deve estar restrita ao dominio y>0,
caso contrdrio apresentaria uma aparente singularidade matematica em y=0, a qual deveria ser interpretada,
coerentemente a Eq. (5), da seguinte forma: ‘no caso F=0, ndo havera movimento se no instante inicial ndo houver
qualquer parte suspensa’.

Se a forma usual da Equacdo de Lagrange, valida para sistemas de massa invariante, tivesse sido utilizada, ou seja,

i ai _ai = F, ndo haveria o cancelamento do segundo termo, o que conduziria a errénea equagdo de
dt\ dy ) dy
movimento:
-2
=gl ys0 @ .1
2y My

Esta forma errdnea difere da forma prépria, Eq. (6), no segundo termo, a direita, indicando que a aceleragdo da parte
suspensa seria menor, a cada instante (posto que y>0, sempre).
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2% Questao (3,0 pontos) - No sistema mostrado na figura, a barra AB tem massa
m e uma de suas extremidades estd acoplada a um conjunto composto por mola
de rigidez k e amortecedor viscoso linear de constante c¢. O disco de centro O
tem massa m e raio R e rola sem escorregar em relacdo a barra AB. O
movimento da barra estd restrito a direcio AB e a mola tem deformacdo nula

quando a coordenada @ vale zero. A forca F =—F i estd aplicada na
extremidade A da barra AB ¢ 0 momento M =—M k estd aplicado sobre o

disco. Usando 6 como coordenada generalizada, determine a equagdo de
movimento usando o método de Lagrange.

Resolucao:

Como o contato no ponto D € de rolamento sem escorregamento, tem-se x, = R . Portanto, x, = RO

Energia cinética: E=E, +E

Disco Barra

1 - - ~ [z I . - -

Epps=5mVo ¥y + mVO.[ﬁ ~G- 0)} + E{49} [1,]6}. em que V, =0 eG=0
1., 1 mR*> .

= EDisco = E‘]092 » com ‘]O = EmRz = EDisco = 4 92

1 2
EBarm = E m xé = EBurm = % 02

3mR’
—|E=""1¢2| (10

4
. . 1 2 1 202
Energia potencial: V=V, . = Ek x,=>|V= EkR 0”(0.5)
2

Funcdo Lagrangeana: L=FE -V = SmR 0’ - %kRzﬁ2

1 )
Fungdo dissipativa de Rayleigh: R = %C(XD ) =R, = 5 R*0((0.5)

Forgas generalizadas: oW =—Fd, + M 66
ox 206
=Q0,=—F=—2+M_—=M—-FR (05
C 00 90 0

Equacdo de Lagrange, coordenada 6

2 2
OL _3mR , _ d(OL)_3mR ; : a—Lz—kRZH; R
00 2 dr\ 96 2 00 26

2
3mR 0 +kR*60+cR*0=M —FR| (0.5
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(a) Energia cinética: E=F, +E

arra Bloco
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3" Questao (4,0 pontos) - No sistema mostrado na figura, o bloco de

massa m estd acoplado a duas molas de rigidez k. O centro O do bloco

estd articulado a uma barra de massa m e comprimento /. As molas t€m

deformacgdo nula quando a coordenada x do ponto O vale zero. Usando

x e 6 como coordenadas generalizadas:

(a) Determine as equacdes de movimento usando o método de
Lagrange.

(b) Linearize as equagdes de movimento em torno das coordenadas de
equilibriox=0e #=0.

mVO.VO + mVO.[é A G- 0)} +l{9'}t [IO]{Q}, em que ‘70 =i

L (-6 ) —isenﬁf—icosﬁf +1J092,com JO:lml2
2 2 2 2 3

1,
Bloco = E mx (()’5)
1 ~
E =—
Barra 2 2
= EBarm
1 2 % l 1 2 A2
= E,, . =—mx —mx@—cos@+—ml @~ (0,5)
2 2 6

=

E = mx* —mfcéécos0+ém1292

Energia potencial: V =V, +V,

rav Eldastica

z—mgéc0s0+%kx2 +%kx2 = |V =kx? —mgécosﬁ (0,5)

Funcio Lagrangeana: L=E -~V = mi’ — m)'céécosﬁ + émlzéz —kx* +mg écos o

Funcio dissipativa de Rayleigh: R =0; for¢as generalizadas Q_=0e Q, =0

Equacdes de Lagrange:

Coordenada x:

oL

ox

aL
o

= va'c—méicosﬁ 3i(
2 dt

2mjc'—mécosﬁé+m92ésen0+2kx=0

oL
ox

J: 2mjc'—mécost9§+m92ésen0 . —=—Dkx

(0,5)
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Coordenada 6:

2
oL _ —mfcicost9+lm129 =N i(aLj = —mjéécos0+ mfcésen09+ m%é :

36 2 3 dr\ 96
B_L = mfc—senﬁé—mgisenﬁ
00 2 2

2
= —mjc'icos0+ml—é+mg£sen020 (0,5)
2 3 2

(b) Linearizacao

2 2
Zaiqu +Zbiqu =(Q,,parai=1,2, emquei= 1 refere-se a coordenada x e i = 2 refere-se a coordenada 6
k=1 k=1

o, =2m a,, =2m
ml
o, =0 = Y cosd =ia,=a,=—— (0.5
_ml’ ml’

Q) = Ay =

3 3

%V
e
Y%
b, =—""
2 9x06
oV

b
2= 5

o =2k

6=0

o’V
by=———|,=0 0.5

x=0 —
6=0
mgl

2

x=0 —
6=0

Coordenada x:
a,X+a,0+b,x+b,0=0 =

2mjc'—méé+2kx=0

Coordenada 6:
a,X+a,,0+b,x+b,0=0 =

2
—mi)'c'+m—é+mg£6?=0
2 3 2

2m  -m—||*| [2k 0 0
Na forma matricial: 2 + gl = 0.,5)
’ [ I? .. 0 m 0 '
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4? Questao (3,0 pontos) - A barra AB, de massa 2m e comprimento L, estd
articulada em A e apoiada em B sobre uma mola de rigidez k e cujo
comprimento natural € consistente com 6,=0. A barra CD, de massa m e
comprimento L, estd articulada am D e apoiada em C sobre uma mola de
rigidez k e cujo comprimento natural é consistente com 6,=0. Um fio
inextensivel interliga os pontos B e C, passando por uma polia de centro E

e raio R. Um momento M pode ser aplicado 2 polia, M =—M k . Admite- A xel

se que o fio estd sempre esticado e que ndo ha escorregamento entre o fio ﬁ”‘ B
e a polia. Pede-se: f K %
a) Determine a configuracdo de equilibrio, utilizando o Principio dos

Trabalhos Virtuais e momento M=0.
b) Determine o valor do momento M tal que o dngulo de equilibrio seja nulo.

Resolucio: Considerando que 8, e 6,s3o pequenos
a) Relagdo de compatibilidade: 6 =6, = 6, = 96,

oW = 2mg§56’1 - mg%é‘ﬁz _ k26,66, - k6,68, = 0

= [2mg % —mg % —kL’6, - kLzﬁzjéPI =0, emque 06, é arbitrdrio

=8 6, | (15)

:mg£—2kLzl91=0 =6 = =
2 “  4kL v

L
b) Define-se um deslocamento virtual 08, para o disco. Relagio de compatibilidade: L6, = RO, = 6, = z 06,

oW = 2mg§56’1 - mg%é‘ﬁz — M6, — kI*6,56, — k26,56, = 0

= [2mg£ —mg L_ M L_ kL6, — kLzﬁzjéPl =0, em que &6, € arbitrdrio
2 2 R
R
= mg % -M % — 2kL2191 = 0. Portanto, para 8, igual a zero: = = % (1,5)

Solucio alternativa considerando que os dngulos 0; e 6, ndo sdo necessariamente pequenos
a) Relagdo de compatibilidade: 6, =6, = 591 = 592

oW =2mg %cos 6,06, —mg %cos 6,00, — kLsen6,Lcos 6,06, — kLsen6,Lcos 8,06, =0

= (2mg % —-mg % — kI’ sen, — kL’ sen 6’2}591 =0, em que &6, ¢ arbitrério

= mg % —2kI’sen6, =0 = Senﬁlm = % = senﬁzm (1.5)

L
b) Define-se um deslocamento virtual 08, para o disco. Relagio de compatibilidade: L6, = R6, = 80, =— 96,
R
L L
oW =2mg —c0s6,06, — mg —cos 6,00, — kLsen6,Lcos 6,00, — kLsen8,Lcos 6,00, — M6, =0
2 2

= (2mg % —-mg % -M % —k[’sen6, — kL2senl92J56?1 =0, emque 08, € arbitririo

_ mgR

1,5
) (1,5)

L L
= mg——M ——2k[’sen6 =0 . Portanto, para 6, igual a zero: =>|M
> R 1 1




