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32 Prova de Mecanica B — PME 2200 — 26/06/2012

Tempo de prova: 110 minutos (n&o é permitido o uso de dispositivos eletrdnicos)

1° Questéo (3,0 pontos) O bloco de massa m desliza sobre a
guia horizontal sem atrito. A barra ABC de massa m e
comprimento 2L esta articulada no pino A fixado no bloco.
Uma mola de rigidez k tem suas extremidades ligadas ao
ponto B da barra e ponto D da bucha de massa desprezivel
que desliza na direcdo vertical sem atrito mantendo a mola
sempre na posicdo horizontal. Um conjunto mola/
amortecedor tem uma de suas extremidades ligadas ao bloco,
e possui constante elastica e viscosa k e c, conforme
mostrado na figura. Uma forca horizontal F(t) é aplicada no
ponto C da barra. As molas ndo apresentam deformacgdo na
posicdo Xo=0 e &=0. Pede-se obter em funcdo das
coordenadas generalizadas x e 6:

a) A energia cinética T do sistema;

b) A energia potencial V do sistema;

c) As forcas generalizadas Qi do sistema;
d) As equacGes de movimento.

2° Questdo (4,0 pontos) Uma pequena esfera de massa m, idealizada
como um ponto material, P, pode se movimentar, sem atrito, sobre um
plano horizontal. Esta esfera estad ligada aos pontos A e B, das paredes
verticais fixas, atraves de duas molas lineares idénticas, de constante
elastica K e comprimento natural I . A distancia entre as paredes verticais

é 2a. Utilizando as coordenadas generalizadas (X, y), pede-se:

a) Escrever a expressdo da energia cinética do sistema;

b) Escrever os vetores de posicdo relativa (P-A) e (P-B) e montar a

funcéo de energia potencial elastica do sistema;

k
k
i
1
C

c) A partir das equacdes de Lagrange, deduzir as equagdes de movimento

do sistema e mostrar que a origem O € ponto de equilibrio;

d) Das respectivas formas quadraticas das fungOes de energia cinética, T, = %q‘Mq, e de energia

potencial, V, :;thq, representativas do sistema em torno da posicdo de equilibrio, onde

g= [x y]t é 0 vetor de coordenadas generalizadas, escrever a matriz de massa M e a matriz de

rigidez K:{ﬂ} ;
00,99 |,
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e) Escrever as equacOes de equilibrio linearizadas em torno da origem, expressando-as em forma
matricial, em funcdo das matrizes M e K.

i

0 x
3° Questéao (3,0 pontos) EMSC #3 cI‘ :
Considere o mecanismo mostrado na figura, formado ’k[ _4 ;
pela peca rigida ABC, de massa desprezivel, pela barra i [ A
CD, também de massa desprezivel, e pelo disco B A y"\
homogéneo D, de massa m. O sistema de coordenadas i o,

v
AXYZ, ao qual se associam os versores |,J,K e

ossui orientacdo fixa em um referencial inercial. Tanto 3
P ¢ A W7

0 sistema de coordenadas Cxyz, que possui associados o
os versores i, ],k , quanto o sistema de coordenadas |

com origem em D e versores U,7,b, sdo solidarios a

barra CD, mas nédo ao disco D. O versor U tem dire¢do
(D - C), o versor 7 tem a mesma diregéo e sentido do

—

Versor j e b=0GAnr7.

O disco D gira com rotagéo constante » em torno do eixo CD. A peca ABC gira em torno do eixo
fixo AB devido a acdo de um momento externo Mn=[M —K(6-6;)]. Em C existe um pino que

permite rotacdo da barra CD somente em torno do eixo Cy (isto é, o vetor 6=0jé sempre

ortogonal ao plano movel Cxz) e que impBe a0 movimento um torque de atrito de natureza viscosa
linear cujo coeficiente é b. Sdo conhecidas as dimensdes AB =h, BC =H, CD =L e o raio R do
disco D. Pedem-se:

a) Escrever a expressdo da energia cinéetica do sistema em funcdo das coordenadas generalizadas
0 e ¢ (represente as velocidades necessarias utilizando a base D G,7,b);

b) Escrever a expressdo da energia potencial do sistema em funcdo destas mesmas coordenadas
generalizadas;

c) Escrever as expressdes das forcas generalizadas associadas as forcas nao-conservativas (se
quiser, utilize a funcdo de dissipagédo de Rayleigh);

A partir do modelo matematico obtido, foram realizadas cinco simulagdes conforme tabela abaixo.

Dentre as simulagdes para as quais K (ganho do controlador) € diferente de zero, uma delas é

mostrada no conjunto de graficos abaixo. Pergunta-se:

a) A qual simulacéo correspondem os graficos?
b) Qual é o efeito dindmico dominante que explica o valor limite atingido pela coordenada 6?
Explique.
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4° Questao (1,0 pontos) Refere-se a palestra de 14/06/2012; vocé pode optar por a) ou b)

a) Cite a0 menos trés cientistas que contribuiram no tema ‘dindmica de sistemas mecanicos de
massa varidvel’, destacando contexto e principal contribuicdo. Cite ao menos trés exemplos de
problemas abordados na palestra, ilustrando-os.

b) Enuncie, com suas palavras, o Principio de Relatividade de Galileu. Mostre que a Equacao
atribuida a Mechersky satisfaz este principio.
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Resolucéo da 1° Questéo (3,0 pontos)

D

O bloco de massa m desliza sobre a guia horizontal sem t K
atrito. A barra ABC de massa m e comprimento 2L esta
articulada no pino A fixado no bloco. Uma mola de rigidez k
tem suas extremidades ligadas ao ponto B da barra e ponto D .
da bucha de massa desprezivel que desliza na direcéo vertical A AN

11

c

sem atrito mantendo a mola sempre na posi¢édo horizontal.
Um conjunto mola/amortecedor tem wuma de suas
extremidades ligadas ao bloco, e possui constante elastica e
viscosa k e ¢, conforme mostrado na figura. Uma forca
horizontal F(t) é aplicada no ponto C da barra. As molas ndo
apresentam deformacéo na posicdo xo = 0 e 60 = 0. Pede-se
obter em funcédo das coordenadas generalizadas x € 6:

F(t)

a) A energia cinética T do sistema;

T=T,

bloco

+T,

barra

para o bloco tem-se: T,

bloco

:%m x> (0,5) eparaabarra:

T

barra

2
:%vaz +mV, [&n (G- A)]+%{@}T[J]A{c?)} Tharra Z%m X2 +O+% m(122L)

2 (0,5)

2
T:m>'(2+m(|3' 6

b) A energia potencial V do sistema e a fungéo dissipativa R séo;

Vzékxzjték(x—LsenH)2 (05 e R=%CX2 (0,5)

c) As forcas generalizadas Qi do sistema: sendo a forca F(t) aplicada na diregdo i e a posigdo do
ponto C nesta dire¢éo dada por x. = x+Lsené

OX OX
—F-ZC-F| e =F- =S =FLcos@ 0,5
Qx 8X QH 60 ( )
d) As equacgbes diferenciais de movimento obtidas pelo método de Lagrange s&o: (0,5)

As derivadas parciais para a coordenada x sdo:

- = ;o o—| == . —=0 : —=2kx—-kLsen@ e —=cCX
OX dt \ ox OX OX OX

oT . d(oT . . o0T oV OR
=2mX =2m¥X = =
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d(aTj ar oV GR_QX N 2mX+cx+2k x—kLseng=F

dtlox) ox ox ox

Para a coordenada 0 tem-se:

dt

ar _ml, d(aTj_mLzé_ CLIP: éR
3 06

- = = : ——=kxLcos@—kL*senfcosfd ; —=0
00 3 00 00 00

2
i[a—Tj—ﬂ+%+a—R.:Qg - mL 6 —kxLcos@+k L?sendcosd = FLcosd
dt\od) 06 06 06 3
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Resolucéo da 2° Questéo (4,0 pontos)

(@) Com (P-0)=(x,y)=Xi +Yj =(q, aenergia cinética do sistema fica simplesmente
expressa como,

T(x.) =%m(x2 )

1)
(0.,5)

Note gque esta € uma forma puramente quadratica.

(b) Os vetores de posicao relativa, (P-A) e (P-B), séo respectivamente expressos por:
(P-A)=(P-0)+(0O-A)=xi+(y-a)j @
(P-B)=(P-0)+(0-B)=xi+(y+a)j

(0,5)
De tal forma que os alongamentos das molas sdo dados por:
§A:|P—A|—/:l(x2+(y—a)2)‘/2—/J 3

o :|P—B|—/:[(x2+(y+a)2)m—/].

Assim, a funcédo de energia potencial fica expressa:

V =1K3,2+1Ks,’ =

=%K{[(x2+(y—a)2)l/2—/]2+[(x2+(y+a)2)‘/2—/]2}' 4)

(0,5
(c) As respectivas equacdes de Lagrange séo:
d [aT j oT oV
dt \ ox OX OX
: ()
d (aT ] oT oV
diloy) oy oy

As derivadas parciais envolvidas sdo prontamente calculadas como:
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ﬂ—m>‘<' ﬂ—O' ﬂ—Kx 2— d + d
X Coox X (2 +(y-a)2f* (x2+(y+a)?)”
aT o

/ /
=my; —=0;, —=K —a)l- 1-
P my oy oy [(y a)[ (X2 +(y—a)2)1/2}r(y+a)( (X2 +(y+a)2)]/2 J]

(6)
O que conduz as equagbes de movimento:
mX + Kx/2- d >+ d > 11=0
(x2+(y—a)2)'/ (x2+(y+a)2)]/ -
my + K|(y—-a)l- d +(y+a)l- d =0
(x2+(y—a)2)]/2 (x2+(y+a)2)]/2
(0.,5)
Note o0 acoplamento elastico de natureza nédo linear presente nos sistema de equacdes.
E facil ainda verificar que a origem O é um ponto de equilibrio. De fato:
oV 0
OX |(0.0)
oV / / ®)
= K{— a(l——j+ a(l——ﬂ =0
oy ©0.0) a a
(0,5)

Ou seja, na auséncia de forcas externas, tem-se: X‘|(0 0 = 0 € Voo =0.

(d) Como observado, a funcdo de energia cinética, Eq. (1), é puramente quadrética, T, = %q‘mq :
de onde decorre de imediato:

M < m O ©)
o0 m|
(0,5)
2
A matriz Hessiana, H:{aja\fq 1 pode ser facilmente construida a partir das derivadas
4]

parciais primeiras da funcdo de energia potencial, calculadas com respeito as coordenadas
generalizadas, conforme expressas em (6). De fato:
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ﬂ: _ / / 2 1 1
o K{Z ((x2+(y—a)2)l/2 Jr(x2+(y+a)2)]/2 }]JFKX /[(x2+(y—a)2)3/2 +(x2+(y+a)2)3/2}

NN ol y-a  (y+a)
oxoy  Oyox (x2+(y—a)2f'/2 (x2+(y+a)2)3/2

ﬂ: B / / (y—a)?s (y+a)%s
5)/2 K{Z [(x2+(y—a)2)]/2 +(x2+(y+a)2)1/2}]+K{(x2+(ya)2)3/2 +(x2+(y+a)2)3/2]
(10)

A matriz de rigidez K, em torno do ponto de equilibrio, é a matriz Hessiana, H, calculada
nesse ponto. Para tanto, pode-se facilmente verificar que:

02V /

e
OX ©0.0) a
0V 0V

_ -0 . (11)

oxoy 00 OyoX 00)
0%V

> = 2K
oy (0,0)

Assim, a matriz de rigidez, calculada na origem, fica simplesmente expressa por:

(1-7/a) 0}

(12)

K=H|,, = 2}{ 0 1

(0,5)
Observe que a matriz de rigidez € diagonal, o que significa que, em torno da origem, 0s
acoplamentos elasticos entre as coordenadas generalizadas sdo de segunda ordem ou de
ordem superior;

(e) As equacdes de equilibrio linearizadas em torno da origem sdo entdo escritas:

Mg+Kg=0; q=[x y]
M{m o} KZZK[(l—//a) o} (13)
0 m 0 1
(0,5)
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Observe, por fim, que:

M Se //a<1, a matriz de rigidez é definida positiva. Isso significa que a origem é um
ponto de equilibrio estavel. Na terminologia de sistemas dindmicos, o ponto de
equilibrio é denominado ‘centro’. Fisicamente, esta condicdo significa que as molas
estdo pré-tensionadas na situagdo de equilibrio.

(i)  J& se //a>1 a matriz de rigidez é definida negativa (determinante negativo) e a
origem passa a ser um ponto de equilibrio instavel. Nesta situacdo as molas estéo
pré-comprimidas na posicdo de equilibrio. Na terminologia de sistemas dindmicos,
esse tipo de ponto de equilibrio é denominado ‘ponto de sela’. Nesta condicéo, dois
outros pontos de equilibrio estavel (centros) surgem simetricamente posicionados

em relacdo a origem. Tais pontos podem ser determinados a partir das raizes do
v oV

sistema algébrico de equacdes: 5:0; EZO ,onde V (x,y) é a funcdo ndo linear
(4).

(iii)  Por fim, se //a=1, o determinante da matriz de rigidez é nulo. Esse ponto de
equilibrio € um ‘centro limitrofe’. Nessa situacao limitrofe, as molas estdo em seu
estado natural na posicéo de equilibrio. A rigidez na direcéo transversal as molas é
nula na origem. Diz-se que essa condi¢do constitui uma ‘bifurcacgéo’, transformando
0 ‘centro’ em um ‘ponto de sela’ acompanhado de dois outros ‘centros’ que o
ladeiam.
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Resolucéo da 3° Questéo (3,0 pontos)

(a) O vetor rotacdo absoluta do disco é dado por: (1,0

Q=wsindi -0 ] +(4—wcosO)k . Com a transformacéo de coordenadas
i =sin@u +cosdb

i
K =—cos@d+sindb

0 vetor rotagdo se escreve como

Q= (w—$cosO)i—O7 +gsin6b

A velocidade do baricentro do disco é

V, =0LcosOi +g(Lsind+H)j+Esindk =
V, =0Lb +g(Lsing+H)7

A energia cinética referida ao baricentro é, portanto,
1 .52 1
T:EM%|+EkﬂJGp]

. . . J, 0 07 o—¢pcosd
T:Em92L2+§m¢32(Lsin<9+ H)2+§[(a)—¢5c05<9) -6 ¢4singl 0 J. 0 .y
0 0 J,|| ¢sine

T =%m6'?2L2 +%m¢2(Lsin0+ H)? +%(Ju(w—¢cose) 2+ ] 67 +Jb¢525in26’)

(b) Considerando a configuragédo de referéncia para a energia potencial como a origem do sistema
de coordenadas AXYZ tem-se: (0,5)

V =mg(h—-Lcos8)

(c) As forcas generalizadas podem ser escritas diretamente em funcdo das coordenadas
generalizadas pois (0.5)

5T =Q,04+Q,50 =M 56 —bdso
Q¢:Mm
Q, =—ho
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Outra maneira de obter a forga generalizada na coordenada 0 seria através da funcdo de dissipagdo
de Rayleigh, uma vez que trata-se de atrito de natureza viscosa. Assim,

R= %béz e o trabalho virtual das forgas dissipativas pode ser obtido a partir de

oR .
ST=Qu00 =——50=-b050 =
06
R

Q,=——=-bo
Y

(d) os gréficos mostrados pertencem a simulacdo 5, que foi a Unica para a qual o controlador
proporcional ndo foi capaz de regular o sistema em valor préximo ao especificado. (0,5)

(e) O efeito dindAmico dominante € o da forca de inércia do sistema desbalanceado girando em torno
de um eixo fixo (AB), ou seja, o da forca centrifuga. Percebe-se que, com a imposicdo da
regulagem em 6,,=-0,8 rad (valor que corresponde a uma posi¢do no quarto quadrante do sistema de
coordenadas Cxyz), a lei de controle fornece, a partir das condi¢des iniciais (disco na menor cota
vertical), (0,5)
M,=M-K(@-6,,)=-10-(-0,8)) <0,

valor negativo, o que significa impor momento ao eixo AB no sentido (A-B), de modo a fazer o
sistema se aproximar da posicdo desejada devido a acdo do binério giroscopico reativo do disco.
Ocorre que, devido ao continuo aumento na rotacdo do eixo AB (®, precessao, como evidenciado
pelos dois graficos na linha superior) o efeito do momento da forca de inércia (centrifuga) da massa
desbalanceada, que tende a aumentar o angulo 6 (nutagdo) em relacdo ao eixo AB € superior ao do
momento da forca peso aliado ao do binario giroscopico reativo, existente devido a rotacdo propria
do disco.

No limite, 0 aumento na rotacdo de precessdo faz com que o eixo CD praticamente se alinhe a

direcdo Bx (horizontal), situacdo correspondente a um angulo de nutacdo constante e proximo de
n/2 radianos (o valor final exato ¢ de 1,65 radianos), com conseqliente estabilizacdo da rotagdo de
nutacdo em valor nulo, afirmagfes estas que podem ser evidenciadas pelos graficos da linha

inferior.
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Resolucéo da 4° Questéo (1,0 pontos)

a) Cite a0 menos trés cientistas que contribuiram no tema ‘dindmica de sistemas mecanicos de
massa variavel’, destacando contexto e principal contribuicdo. Cite a0 menos trés exemplos de
problemas abordados na palestra, ilustrando-os.

I - InUmeros sdo os cientistas que se dedicaram ao tema. De fundamental importancia podemos

citar: (0,5)

1. Von Buquoy, cientista tcheco, de origem belga, inicio do século XIX; pioneiro e responsavel
pela primeira formulacéo explicita da equacdo de movimento de corpos de massa variavel;
ilustrou o equacionamento através do problema da corrente sendo suspensa de ou caindo
sobre uma mesa.

2. Arthur Cayley, matematico britéanico, meados do século XIX; formulou o problema da
corrente sob a 6tica da Mecanica Analitica.

3. lvan V. Meschchersky, cientista russo, final do século XIX e inicio do século XX;
responsavel pela formalizacdo da equacdo de movimento de sistemas materiais de massa
variavel e pela introduc@o de seu ensino no leste europeu; a quem se atribui a forma da
segunda lei de Newton aplicavel a pontos materiais de massa variavel, conhecida como
equacao de Meschchersky.

4. Levi-Civita, matematico italiano, inicio do século XX; tratou o problema elementar de
sistemas de massa variavel quando a massa agregada/perdida tem velocidade nula com
respeito ao referencial inercial considerado.

5. Mclver, cientista inglés, século XX, década de 70; responsavel pela extensdo do Teorema do
Transporte de Reynolds, através de formulacdo da Mecanica Analitica, no ambito de
sistemas de massa variavel.

6. Livja Cveticanin, cientista sérvia, final do século XX e presente; formalizacdo da mecanica
analitica no contexto de sistemas de massa variavel e autoria de livro especifico no tema,
aplicado a dindmica de maquinas que exibem variacao de massa.

7. Hans Irschik, mecanicista austriaco, final do século XX e presente; revisdo do tema e
deducéo das equaces de Lagrange para volumes ndo-materiais.

Il — Exemplos de problemas abordados na palestra: (0,5)

1. Diversas versdes do ‘problema da corrente’: que cai a partir de uma mesa; que cai sobre
uma mesa; em “U”.

2. Problema do foguete: primeiro e segundo problemas de Tsiolkovsky.

3. Dinamica da coluna d’agua no interior de um tubo aberto e que atravessa a superficie livre
de um liquido, na presenca de campo gravitacional.

4. Colapso vertical de torres e edificios.

5. Lancamento de cabos submarinos;

6. Problema de impacto de um corpo solido contra a superficie de um liquido (impacto
hidrodinamico).

7. Problema elementar de uma particula cuja massa varia com a posicao.
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b) Enuncie, com suas palavras, o Principio de Relatividade de Galileu. Mostre que a Equagdo
atribuida a Mechersky satisfaz este principio.

O Principio de Relatividade de Galileu afirma que as leis fundamentais da fisica sdo as mesmas em
todos referenciais inerciais. (0,5)

No caso em analise, considerando-se dois referenciais inerciais, define-se: (i) v como a velocidade
da particula medida em relacdo a um dos referenciais e (ii) v' como a velocidade da particula
medida em relacdo ao outro. Seja v, a velocidade relativa entre os dois referenciais inerciais, de

forma que, Vv=v'+v,, =V=v". Assim, a Equacdo de Mechersky pode ser transformada de um
referencial para o outro como segue:

ﬁ:i(mV)—d—m*z
dt dt
dm _ av dm_ dm ., _ av’ dm,_, _
== V4+m———W=—(V 4V, )+ m——— (W +V,)
dt dt dt dt dt dt

d,  _,. dm_,
=—(mV')——w
dt dt

Ou seja, a identidade, na forma, mostra a invariancia da equacdo de Mechersky com respeito a
escolha do referencial inercial. (0,5)

Observa-se ainda que, ao contrario, a simples relagcdo F :%(mV) depende da escolha do referencial

e, portanto, ndo obedece ao Principio de Relatividade de Galileu. De fato,

- d
F=—(mv)=
OIt( )

dm _ dav dm ., _ A
. _:_(V rel)+m_:
dt dt dt dt
a8
dt dat ™
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