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12 Questao (3,5 pontos). Considere 0 mecanismo mostrado na figura. As quatro
barras de comprimento a sdo rigidas e de massa desprezivel. As articulagdes em

0, A, B e C sdo ideais. Nas articulacBes A e C existem pequenas esferas de massa
m, ligadas por uma mola linear ideal de constante eléstica K e cujo comprimento
indeformado é b < a/4. Além disso, a articulagdo B pode deslizar na vertical,
guiada sem atrito pela haste rigida que é mostrada na figura e que esta presa no
bloco fixo superior. Utilizando o sistema ortogonal de coordenadas Oxyz (OTfE)
e 0 Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), obtenha a expressdo que permite
calcular o angulo a de equilibrio estatico em funcéo dos parametros m,a, b e K
e da aceleragdo da gravidade g. Expresse-a usando os numeros adimensionais

Go)e ().

OBS: a mola é montada em plano vertical anterior ao plano do quadro, de forma a néo
interferir com a haste-guia.

Resolucéo:

Os vinculos sdo holénomos. Assim, do PTV,

SW = 6W, +SW, =0,

onde éWg e oW, referem-se aos trabalhos virtuais das forgas gravitacionais e elasticas, respectivamente.

Utilizando o sistema cartesiano Oxyz , os vetores de posicdo de A e O séo escritos:

(A-0)=a(sinai +cosak)

(C-0)=a(-sinai +cosak)

de onde
SA=adsa(cosai —sinak)
5C =—ada(cosai +sinak)
O que traz,
oW, =-mgk - 6A—mgk - 5C = 2mgasin ada
e

OW, =—K(2asina - b)i - SA+ K (2asina —b)i - 5C = -2Ka(2asin a —b) cos ada

E, finalmente, de (4) em (1),
2mgasin ada — 2Kacosa(2asina —b)éa =0
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Que fornece, para um deslocamento virtual arbitrario o« :
mgsina = K cosa(2asina —b) : (6)

(0.5)

Essa equacdo transcedental, uma vez resolvida, traz o angulo de equilibrio. Ela pode ainda ser escrita na forma
adimensional:

tana:E(ZSina—E) : )
mg a

(0,5)
Note que dependendo dos pardmetros (K,a, m, g,b), a equacdo (7) pode ter uma, duas ou nenhuma solugéo no intervalo

O<a <7/2. Sua solugdo pode ser obtida por método numérico (Newton-Raphson, p.ex.) ou de forma aproximada por
um método grafico. Restara analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio.
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Resolucéo:
(@) A expressdo da energia cinética do sistema.

Departamento de Engenharia Mecénica

22 Questao (3,5 pontos). Considere, novamente, 0 mesmo mecanismo da 12 questao.
Sabe-se que, sob a agéo do torque aplicado, T(t), o sistema adquire rotacio ¢ (t) em
torno do eixo Oz. Nessas condi¢des, pede-se:

a) a expressdo da energia cinética do sistema;

b) a expressdo da energia potencial do sistema;

c) as expressbes das forcas generalizadas ndo-conservativas, associadas ao torque
aplicado t(t);

d) deduzir as equacbes de movimento para as coordenadas generalizadas, 6 e ¢,
utilizando o formalismo de Lagrange.

e) (bdnus: 0,5 ponto) determine a expressdo que permite calcular a posi¢do 6* de
equilibrio sob rotac&o; para tanto suponha ¢ = w = const. na equacao que rege 6.

Visto que as massas das barras sdo despreziveis, bem como da mola e das pecas de ligagdo, a energia
cinética do sistema fica dada pela expressao:

r - 1 . _
Tzava~VA+§mVC-vC

ou @
1 2 2
T= ZEEvaj =mv,
(0.5)
A velocidade do ponto A pode ser escrita, na base (€;,€,):
V,, =asin O, + ade, (2)
com
& =]
AP ®)
€, =cosédi —sinok
Portanto,
T =ma’| (gsin6)’ +06° | . ()
(0.5)
(b) A expresséo da fungéo de energia potencial do sistema.
A funcéo de energia potencial pode ser escrita na forma:
V =V (0) =V, (0)+V,(0) ()
(0.5)
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onde Vg e V, referem-se as energias potenciais de origens gravitacional e eléstica, respectivamente.
A primeira pode ser escrita,

V, =2mgacosé , (6)
e a segunda,
v, = % K (2asin - b)? (7)
Assim,
V =2mgasin 6’+%K(2asin¢9—b)2 (8)
(0.5)

(c) As expressdes das forcas generalizadas ndo-conservativas, associadas ao torque aplicado (t).
O trabalho virtual do torque aplicado (ndo conservativo) pode ser escrito:

oW, =Q,06+Q,560 . ©)

Como o torque e dé em torno do eixo z, ele é um vetor orientado pelo versor k , i.e., 7(t) =z(t)k , que é
perpendicular ao versor |, o qual orienta a rotagio 6 . Desta forma,

=7(t
Q, =z(t) (10)
Qa =0
(0.,5)
(d) Deduzir as equagdes de movimento para as coordenadas generalizadas, 6 e ¢, utilizando o formalismo de
Lagrange.

O sistema é holénomo e conservativo, com dois graus de liberdade, e sua configuracdo pode ser expressa pelo
. T - ~

vetor de coordenadas generalizadas q= [9 ¢] . Assim, as duas EquacOes de Lagrange que regem seu

movimento séo:

dfoL) oL _ g
dtlag) oo ~°

' 11
afa)a_o ”
dtlog) o 7
com L=L(0,6,¢)=T(0,6,4)-V (0) afuncio Lagrangiana. Ou podem ser escritas:
d (6Tj q LN o
dt\a6) o0 o0
(12)
dfer) ot & _ o
dt\ a4 a¢ o¢
(0,5)

Por sua vez, as derivadas parciais presentes na equacao (12) sdo prontamente calculadas, a partir de (4) e (8).
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Resultam:
a _ 2ma’®¢? sindcoso;
00

T oma2d (13)
06

% =-2mgasind + 2acos K (2asind —b)

e

ﬂ — 0,
o¢
a—T.:Zmaz¢ﬁsin20 (14)
o¢

N o

o

E finalmente, de (10, (12) — (14) as equagdes de movimento s&o finalmente deduzidas:

2ma?6 — 2ma’¢? sin O cos @ + 2Kacosd(2asin @ —b) — 2mgasin & =0 (15)
2ma? sin? 04 + 4ma’dgsin O cos O = z(t)
(0.5)
Podem ser simplificadas na forma:
6 —$?sin@cosf + Kaz cosO(2asin@—b) - Jsing=0
a a (15)

sin® 0¢ + 20psin Ocos O = 40
2ma

2

Note que no equilibrio estatico, com z(t)=0e quando 8=¢=0e &=¢=0, a equacio (15.a) recupera a
equacao de equilibrio deduzida na primeira questdo, com 0 =« :

mgsina = Kcosa(2asina —b) : (16)
ou
tana:&(ZSina—E) : 17
mg a
Note também que esta equacdo de equilibrio pode ser deduzida diretamente da condigdo v =0 (lembre
O=a

que V =V (#)). Por sua vez, a estabilidade dos possiveis pontos de equilibrio pode ser verificada examinando-

2
se o sinal de

2
0 O=a
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(e) (Bbnus: 0,5 ponto) Determine a expressao que permite calcular a posi¢do 6* de equilibrio sob rotagdo; para
tanto suponha ¢ = w = const, na equacao que rege 6.

Tomando (15.a) com 7(t)=0, =0, g=w=conste =¢=0, & =6 =const, segue

—w’sing” cos€*+K—azcosH*(2asin¢9* —b)—gsine* =0 , (18)
ma a

(bbnus: + 0,5)
gue pode ser reescrita:

2
—w—asine*cosa*+Ecosa*(2$in9*—9)—sin6?*=0 , (19)
g mg a
ou
2
&(2sin 0 —9)—“’—asin 0 =tan6" . (20)
mg a g

Compare a ultima expressao com a de equilibrio estatico, (17). Na realidade, pode-se introduzir o conceito de
energia potencial centripeta e a mesma expressdo serd deduzida de uma fungdo potencial estendida,

. . ] . o dv
Ve =V, +V, +V, , onde V, € o potencial centripeto, a partir da condigdo —|  =0.

0=0
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3" Questao (3,0 pontos). No esquema da figura, a pequena esfera A, de
massa m, choca-se com velocidade conhecida ¥ = vi, em um ponto B de um
bloco que possui massa 2m e que esta inicialmente em repouso. No centro
do bloco, ha uma articulacao ideal C que sustenta a barra homogénea CD, de

E
L
| =
L&}

massa m e comprimento L, que também estd inicialmente em repouso e
orientada verticalmente. Sabe-se, ainda, que:

(i) ndo ha atrito entre o bloco e a superficie horizontal sobre a qual ele
repousa; |G
(ii) o coeficiente de restituicdo no choque valee,0 < e < 1.

Utilizando o sistema de coordenadas Oxyz (O?fE) pede-se:

(a) desenhar os diagramas de corpo livre para impulsos agentes na esfera, no
bloco e na barra (cada corpo separadamente); D
(b) utilizando o TRI e o TMI, escrever o sistema de equagdes que permita

obter, imediatamente apds o choque, as velocidades U, Uy , respectivamente da esfera e do bloco, e @', vetor

rotagdo da barra, em fun¢do dos parametros v,e, m ¢ L.

Atencio: identifique claramente, a partir dos DCLs, quantas ¢ quais sdo as incognitas. Nao € necessario resolver as
equacdes desenvolvidas, porém ¢é obrigatorio especificar quais seriam aquelas utilizadas para que se pudesse obter a

solugdo de maneira univoca.

Resolugdo:
a) DCL: note que ¥y, ¥¢ ¢ @' ndo fazem parte do DCL, mas foram Cy
representados para melhor compreensdo das equagdes utilizadas na vy I
solucdo do problema (0,5 ponto). - Q) i
b) de acordo com o DCL, serdo escritas as equagdes do TRI para a esfera n
e para o bloco, e as equacdes do TRI e do TMI para a barra:
TRI — esfera
mvy —v)i= —IT (1) Cy
TRI—bloco C
2m(vpi—0) = (I — T+ Cyf 2) g
TRI—barra
m(v&x? + v’Gyf) — m(6) = Byl— ByJ 3 Jde
TMI - barra, polo G
m(G — G) AAB; + Jo(w' — 0)k = M, = (C — G) AByT o
- L R R L - Bl T
Jew'k =E]/\Cxl= _ECXk 4)
Pontuacao: montagem das equagdes para TRI esfera e bloco — 0,5 ponto. [ |

montagem das equagdes para TRI e TMI, barra — 0,5 ponto.

Temos:
De (2)
U2muvg =1—Cy 2
7:0 =By
De (3)
. mv;=Cx (3)
J: muvg, =Cy =0

Portanto, temos até aqui 6 incognitas, vy, I, By, Vg, Vi e w' € 4 equagdes para resolvé-las:
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m(y —v) = —I €Y)
2muvy =1—Cy (2)
muv = Cy 3 L (1,0 ponto — equagdes finais)
L
Jew' = _ECX (4)

i

As duas equagdes adicionais sdo fornecidas pelo vinculo de corpo rigido da barra BC e pela hipdtese de Newton para o
choque entre a esfera e o bloco.

Vinculo de corpo rigido: equacdo do campo de velocidades _
U&x?= Ué?"‘(u’%/\(G—C) =]] l+(l) k/\(_z)}"

1o 2= wl -
Vel = Vel + Tl (5a)
Como o bloco efetua translagio, imediatamente conclui-se que vy = v, e a
eq. (5a) fica — (0,5 ponto)
vel=vpi+—71  (5b)

Hipotese de Newton

(vg—vg) =—e(v—0)= —ev (6)

Resolvendo simultaneamente as 6 equagdes obtém-se:

(4—-9e) | L, 4d+e) | -, 6(1+e) v
A=z b VBT Tq3 U W= gk

Solugdo alternativa considerando bloco e barra como um corpo so (valida no evento do choque):

. . L L
1) calculo da coordenada y; do centro de massa do conjunto: y; = 2m.0 + (— E) M =3mye >y =~

, L o . . mL?  mL? 2mL? _ ml?
2) calculo do momento de inércia em relagdo ao centro de massa obtido acima: J;, = (? + ?) te T

3) equagdes 1 e 6 sdo mantidas

4) TRI e TMI para o conjunto bloco e barra: observe que os impulsos em C tornam-se internos ao conjunto e, portanto,
ndo comparecem nas equacdes do TMI e do TRI.

TRI: 3mvg =1 (7)
. , mL? 3mL2 mL?
TMI, polo C do conjunto: a) calculo de J,: Jez = ( )
b) TMI: 3m(G — C) Avii + 2 E 0

am Lq)" 1= - ko 2L "8
—_—— = — = - —
m 6] vel 3 W v, 3 o' (8)

5) vinculo cinemético de corpo rigido entre os pontos C e G: By = vil + 'k A (G — C) = vl + w'k A (— %f)

Vg = vé+T (9

A solugdo das equacgdes 1, 6, 7, 8 ¢ 9 fornece os mesmos resultados anteriores.
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