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12 Questao (4,0 pontos). A barra delgada homogénea AB, de
comprimento 8a e massa m, é articulada idealmente em A4,
mantendo-se inicialmente em equilibrio instdvel na posicao
vertical. O ponto A da barra é ligado através de molas ideais de
igual constante k a duas superficies fixas, conforme ilustrado na
figura. Uma leve perturbagdo faz com que a barra gire no
sentido horario, até chocar-se contra a superficie de um disco
homogéneo de raio 3a e massa M, articulado em 0, e que se
encontra girando com velocidade angular Q constante no
instante do impacto. Admita que: 12) durante o movimento de
gueda da barra, o deslocamento e a velocidade do ponto A sdo
despreziveis; 22) o atrito em todos os contatos é desprezivel.
Sabendo, finalmente, que o coeficiente de restituicdo entre as
superficies do disco e da barra é e = 1, pedem-se:

a) Os diagramas de impulsos para a barra e para o disco. (0,5)

b) A velocidade angular w da barra imediatamente antes da colisdo. (0,5)

c) As velocidades angulares w' da barra e Q' do disco imediatamente apds a colis3o. (0,5)
d) O impulso aplicado pelo disco a barra. (2,0)

e) O impulso aplicado ao disco em 0. (0,5)

RESOLUCAO

(a) Diagramas de impulsos

(0,5)

(b) Velocidade angular da barra imediatamente antes da colisao

. - . n . _13
Notemos que, no instante da colisdo, a barra forma com a horizontal um angulo 8 = sin 1;

Aplicando-se o Teorema da Energia Cinética a barra, entre o instante da partida e o da colisdo, e admitindo
gue o deslocamento e a velocidade de A sejam despreziveis, tem-se:
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1 3y 8
E]AZ(‘)2 = mg(4a — 4a sin 9) = 4mga (1 — g) = gmga

11
= ——m(8a)2 Z= =mga

39 39 -
,/ZOa ©w= ,/ZOa (0,5)

c) Velocidades angulares do disco e da barra imediatamente apés a colisao

Aplicando-se o TMI a barra, relativamente ao polo G, tem-se:

5> o, /3g_>
JeAwk =Mz =020 =w =— ﬂk (0,25)

Aplicando-se o TMI ao disco relativamente ao polo 0, tem-se:

-

Jos Mk =M, =0=>0' =0 =0k (0,25)

(d) Impulso aplicado pelo disco a barra

A velocidade do centro de massa da barra imediatamente antes do impacto é:

5o = 54— wk Ndai=0— |~LF nai = —2 |24
Vg =Vy— W ar = 204 atr = 5 ]

Como a barra é delgada, a velocidade do ponto P de contato com o disco é igual a velocidade de G, ou
seja:

S ’3ga
vgarra= ) = ]

A velocidade do ponto P do disco imediatamente antes do choque é
Bp = Ok A 3aj = —3aQl

A velocidade de aproximacdo ao longo da normal de choque é, portanto,

barra -> "dlSCO . (_j’) = -2 3"%

u=v ]+
Como
O =0=0k

a velocidade do ponto P do disco imediatamente apds a colisdo é:

5/%1500 _ .l‘]’dlSCO _ 361.0.?
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Aplicando-se a equacdo caracteristica do choque sem atrito, de acordo com a hipdtese de Newton, tem-
se:

3ga
u’=—e-u=—1-u=2/%

ou seja,

’ Srbarra , 7 >r1disco 2rbarra , 7 >, 7 Bga
u' = Up ]+ Up (=) =>7p -]+3aQL-]=2T
= p'barra ]->= 2 3ga *Irabarra =2 3ga]->

5 5
Sendo a barra delgada, conclui-se que
3ga

3o =2 %j (1,0)

Aplicando-se o TRI a barra, resulta:

-7 - - 3ga—> 3ga—> -

m(vG—vG)=I]:om[2 /T]— -2 T] Ij
3ga

[ =4m /% (1,0)

(e) Impulso aplicado ao disco no ponto O

Aplicando-se o TRl ao disco, conclui-se que
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22 Questdo (4,0 pontos). Um cilindro macico e homogéneo
de raio r e massa 6m é sustentado pelo mancal ideal G e
possui um pequeno ressalto em forma de cunha (vide
detalhe) que, para efeito de inércia, pode ser considerado
um ponto material. No detalhe, mostra-se a existéncia de
outra cunha, C, de massa m, posicionada horizontalmente
sobre uma superficie rigida e lisa (sem atrito) e ligada a
uma mola de constante elastica k. O cilindro gira com

velocidade angular constante @ = wk. Imediatamente
antes do choque entre as superficies inclinadas de 8 com a
horizontal, a cunha C estd em repouso e a mola em seu
comprimento natural. O choque ocorre sem atrito segundo
a normal 77, comum a ambas as superficies inclinadas. Sabe-se também que a cunha permanece sempre em contato

com a superficie horizontal e que o coeficiente de restituicdo no contato valee,com 0 < e < 1.

Nessas condicGes, pedem-se:

a) o diagrama de corpo livre das forgas impulsivas para a cunha C e para o cilindro;

b) utilizando o TMI e o TRI (onde pertinente) para os corpos em separado, obtenha o sistema de equacgbes que
permita determinar as seguintes grandezas vetoriais:

b1) os vetores velocidade U e U'p imediatamente ap6s o choque;

b2) a velocidade angular @’ do cilindro imediatamente apds o choque;

b3) as forgas impulsivas reativas externas ao sistema cilindro/cunha/mola.

Indique claramente quais sdo as equagbes que compoem o sistema e quais s@o as incégnitas a determinar.

Resolugao

(a) DCL (impulsos)

(1,0

A partir do diagrama de corpo livre, apliquemos o TRl e o TMI onde pertinente:

TRI, cunha C:
m(¥'c — V¢) = (—Isend)T + (I, — IcosB)]
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m(vi,i — 0) = —Isendi + (I — Icos)j
Entdo:

I
v, =——sent
x m

J: 0 = Icy — Icos@

TR, cilindro:

6m(Bs — B;) = 0 = (X; + Isen 6)T + (Y; + IcosO)]

1:X; =—Isenf
J:Yg = —Icos6
TMI, cilindro, G

Jo(w" — a))E = ﬁg =
Jo(w' — w)k = (P — G) A I(sendT + cosb))
Je(@' — w)k = —rT A I(sendT + cos6))

Jo(w" — a))E = —rlcos@ k

!

Incégnitas: I, Iy, X¢, Y6, Vexry @

M
(2)

(3)
4

)

(0,5)

(0,5)

(0,5)
(0,5)

(0,5)

Ha 5 equacgdes para 6 incognitas. As equacgGes adicionais sdo obtidas a partir da aplicacdo de hipdtese de Newton e

das relagdes cinematicas devidas aos vinculos fisicos:

- Hipdtese de Newton:

(W' —Up).l = —e(V — Vp). 7l

1 = senf1 + cosfj

Temos:

.cunha

B. =0 (dado)

Vg = Uiyl ;

. cilindro

Bp = wk A (P — G) = wk A (—10) = —wr]
Bh=wkAP—=G6)=wkA (1)
Up = —'r]

. Hipotese de Newton

(Werl — (—w'r))). M = —e (6 - (—wrf)) M=

VieSend + w'rcosd = —ewrcosH

(6)

@

Percebe-se que surgem uma nova incégnita, Up, além de duas equacdes, (6) e (7)

(0,5)
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32 Questdo (2,0 pontos). No contexto da Mecanica Newtoniana, considere dois corpos rigidos e convexos, de
massas m, e m,, respectivamente, transladando-se com velocidades uniformes v; e v, (v; > v,). Considere um
choque central, direto e sem atrito entre estes dois corpos, caracterizado por um coeficiente de restituicdo e. E
assim possivel deduzir a seguinte expressao para o cdlculo da perda de energia cinética do sistema devida ao
choque:

1
AT = Ty = Tpin = ;Mg (1 — €2)(v = v1)?, onde mp = J=°

- € conhecida como "massa reduzida".
2

Considere entdo as seguintes assertivas e, analisando-as uma a uma, responda se s@o corretas ou incorretas,
justificando as respostas dadas.

a) Avariacdo de velocidade do centro de massas dos corpos é dada pela expressdo
AUL- = mj (1 + e)(vj - Ui); l,] =1,2.

mi+mj

b) O choque perfeitamente pldastico é aquele em que e = 0, caso em que a perda de energia cinética é minima.
c) Sem; K m;, entdo Av; = (%)(1 + e)(vj — vp).

i
d) N&o ha perda de energia cinética no choque perfeitamente elastico.

RESOLUCAO

Item a. Tomaremos como referéncia a figura abaixo, que ilustra os instantes de aproximacao e choque entre dois
corpos rigidos, inicialmente em movimento de translacao.

Aplicando-se o TRI a ambos os corpos, tem-se:

1
mQ@,—v)=—-I=>v;=v —— €9)
my
! ! I
mz(vz—v2)=l=>v2=v2+m— 2

2
Aplicando-se a equacdo empirica do choque sem atrito, baseada na hipétese de Newton, tem-se:
vy —v'y = —e(vy —vy) 3)

Substituindo-se (1) e (2) em (3), tem-se:

I 1 my+m,
vl—m—1—<v2 +m—2) =—e(v; —vy) D v — 1y _IW: —e(v; +v,)
mym;
=>]= —— 1+e)v, —vy) €))

Substituindo-se (4) em (1) e em (2) e lembrando que, de acordo com enunciado do problema, v; > v,, tem-se:
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A ™2 (14 e)w, —v)
vy =—" e)(vy,—v
1 m; +m, 2 1
A ™ ©
v, = —m + e V1 —7V
2= o (L O =)
Vé-se, entdo, que as equacgdes (5) podem ser escritas na forma
m.
Av; =—L— (1 +e)(v; — v, ;i,j=1,2
gl (v —vi)s i,
Logo, a assertiva a é correta.
(a) 0,5

Item (b). Choque perfeitamente plastico.

Substituindo-se os valores extremos de e (ou seja, 0 e 1) na expressado da variacdo da energia cinética fornecida
no enunciado e abaixo replicada

1
AT =Ty — Tfin = EmR(l —e?)(vy — vy)?
Tem-se:
1
AT(e =0) = EmR(vz — ;)2
AT(e=1)=0

Assim, conclui-se que, quando e = 0, ao contrario do que a assertiva (b) enuncia, a perda de energia cinética é
maxima, ou seja, b é uma assertiva falsa.

(b) 0,5
Item c. Caso em que m; K m;
Expressando-se Av; como

7
m; (1 +%)

Av; = 1 +e)(v;—w)

Vé-se que, quando m; <K m;, obtém-se a seguinte expressdo aproximada de Av;:
Av; = 7y a1+ e)(vj —v;)
m;
Portanto, a assertiva c é correta.
(c) 0,5
Item d. Choque perfeitamente elastico

Conforme ja mostrado no item (b), quando e = 0, a perda de energia cinética é nula; logo, a assertiva e é correta.

(d) 0,5
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42 Questao (Bonus: Vale 1,0 ponto, desde que a nota ndo ultrapasse 10 pontos). Resolva o sistema de equacGes do
item b da 22 Questdo. Obs: 0,5 ponto, se somente indicar os passos para a solucdo, ou 1,0 ponto, se a solucdo estiver

completa e correta.

Solugdo das equagdes

de (1) em (7):
I
—Esenze + w'rcosd = —ewrcos

m(w' + ew)rcosd

sen?6
(7’) em (5):
Jo(w' —w) =—r m(w :—e:l(:g)rcose cosf
6mr? m(ew + w)r? cos? 0
2 (@ —w)=- sen?0
3(w' — w)sen?8 = —(ew + w') cos? O

w'(3sen?6 + cos? 0) = w(3sen?d — e cos?0)

= (3sen?6 — e cos?0)
w = (3sen?0 + cos?0)

Por simplicidade, daqui em diante, fagamos

_ (3sen?8 — e cos?0)
"~ (3sen?8 + cos?0)

Continuando
w' =Kwem(7):
Uiy Senf + Kwrcosd = —ewrcosf

wrcosf(e + K)
-7

Vpy =
cx senf
w' = Kwem|(7):

/= mrwcosf (e + K)

sen?6
I'em(3)e(4):

mrwcosf (e + K) _ mrwcos?6(e + K)

Xe=— y g =

sen0 senz@

Iem(2):

mrwcos?6(e + K)
ICy =

sen?6
Finalmente, w’ em (6):

Up = —Kawrj

(7



