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12, Questdo (3,5 pontos). A barra homogénea delgada AB, de massa m e
comprimento L, estd apoiada em sua extremidade A sobre um suporte sem
atrito e efetua rotacdo no sentido horario sem que haja perda de contato
com esse suporte. Quando ela estd na iminéncia de se chocar com o

anteparo em D, possui velocidade angular @ = —wk com respeito ao
sistema de coordenadas representado na figura. Sabe-se, ainda, que C é o
ponto da barra que entra em contato com D, que o choque ocorre sem atrito

com coeficiente de restituicdo e = 1/2 e que, imediatamente apos o choque,

a barra possui velocidade angular nula. Nessas condigdes, solicita-se, para a
barra AB:

(a) desenhar o diagrama de forgas impulsivas no instante do choque com o anteparo;
(b) obter a velocidade do centro de massa G imediatamente apds o choque;
(c) obter os impulsos reativos em A e em C.

Questdo bonus (1 ponto) Na questdo no. 1, se o choque ocorresse no centro de percussdo da barra, com as
mesmas condi¢coes imediatamente antes desse evento, a velocidade angular da barra imediatamente apds
o choque poderia ser nula? Justifique sua resposta com base nos conceitos da dindmica.

22, Questdo (3,5 pontos). Considere o sistema mecénico

mostrado na figura, constituido por um disco rigido de centro P,
2k uma barra rigida PQ, um bloco Q, um cabo ideal BDE e trés

molas lineares ideiais. A barra PQ tem massa desprezivel e

comprimento £. O bloco Q tem massa m e pode deslizar sem
O Q atrito no interior da guia vertical, estando vinculado a duas molas
2k idénticas, cada uma com rigidez 2k. O disco de centro P esta em

contato com uma superficie plana (ponto C), podendo rolar sem

escorregar sobre esta. A extremidade B do cabo estd presa a uma
mola de rigidez k. A extremidade E do cabo BDE esta fixa a periferia do disco. O trecho DE do cabo enrola-
se sem escorregar sobre a periferia; o trecho retilineo BD, por sua vez, a tangencia horizontalmente. A
configuragdo do sistema pode ser descrita pelo angulo 6 medido entre a dire¢do da barra PQ e a horizontal,
como indicado na figura. Sabendo que as trés molas ficam em configuragao ndo-deformada quando 6 = 0
(barra PQ na posig¢do horizontal), pede-se:

A
4

(a) os deslocamentos virtuais das abscissas dos pontos B, C, D, P e da ordenada do ponto Q;

(b) os trabalhos virtuais da forga peso do bloco Q, da forga elastica na mola AB, das forgas elasticas do par
de molas no interior da guia vertical e da forga de atrito de rolamento no disco;

(c) utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, determine o valor de 6 na configuragdo de equilibrio
estdtico do sistema.
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32 Questdo (3,0 pontos). Baseado nas simulacGes sugeridas no EMSC#2 de 2018, os graficos abaixo
apresentam duas histérias temporais do movimento com impacto (graficos a esquerda) e duas projecoes
de trajetérias de fase no plano (6,6) do sistema amortecido (graficos & direita). Para o Caso 1 (graficos
superiores) foram utilizadas as seguintes condi¢Ges iniciais: 8(0) = m— 0,001 rad; 6(0) =0 rad/s,
cg = 0,002 Nms/rad e batente com coeficiente de restituicdo e = 0,8. Para o Caso 2 (graficos inferiores)
foram utilizadas as seguintes condig¢Ges iniciais: 6(0) = 0,0; 9(0) = 0,0; momento externo Mext =
Mo sin (wy, t+ ) E, com magnitude Mo = 0,03 Nm, freqiiéncia w,, = 1,0 w,, fase d =0 e cg = 0,01
Nms/rad. Para cada simulagdo (Caso 1 e Caso 2), descreva o movimento, analise e interprete os resultados
utilizando conceitos da dinamica.
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12, Questdo (3,5 pontos). A barra homogénea delgada AB, de massa m e
comprimento L, estd apoiada em sua extremidade A sobre um suporte sem
atrito e efetua rotacdo no sentido horario sem que haja perda de contato
com esse suporte. Quando ela estd na iminéncia de se chocar com o

; anteparo em D, possui velocidade angular @ = —wk com respeito ao
sistema de coordenadas representado na figura. Sabe-se, ainda, que C é o
ponto da barra que entra em contato com D, que o choque ocorre sem

1A
\

L o atrito, com coeficiente de restituicdo e = 1/2 e que, imediatamente apds o
choque, a barra possui velocidade angular nula. Nessas condicdes, solicita-se,
para a barra AB:

(a) desenhar o diagrama de forgas impulsivas no instante do choque com o anteparo;
(b) obter a velocidade do centro de massa G imediatamente apds o choque;

(c) obter os impulsos reativos em A e em C.

Solugao

@  la . (0,5)

—_—
tIAy tlc

(b) Para obter 1‘52;, vamos utilizar a hipétese de Newton para calcular 13'6 e a equacao do campo de
velocidades de um corpo rigido:

(Bc — Bp).j = —e(Bc — Vp).J (1)  (05)

Velocidade do ponto C (ponto da barra que atinge D) imediatamente antes do impacto:

Ve=74+ @0 A(C—A)
Be =0+ (—wz)/\(%f) = —34—wa (2),em (1):
ve—0= —%(vc -0) = —%(—i—La)) =38—La) (3) (note que B = B = 0 pois D é um ponto no

anteparo fixo).

Como, imediatamente apds o choque a velocidade angular é nula (dado do problema),

W =0=V =B =Zwjf 4) (0,5)

(c) Para obter os impulsos mostrados no diagrama acima, vamos aplicar o Teorema da Resultante dos
Impulsos (TRI) e o Teorema do Momento dos Impulsos (TMI):

TRI:
m(Bg — U6) = o, T+ (s, + 1] (5)  (05)

Velocidade do centro de massa imediatamente antes do choque:
13(; =ﬁA+5A(G—A)
= 7 =0+ (—wk) A (1) = 2] (6) (0,5)
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Como tanto 1'52; e Ui possuem direcdo vertical e dado que o choque ocorre sem atrito, decorre
imediatamente de (5) que

I, =0 (7)

Apliquemos, agora, o TMI a barra, polo C, :

m(G — C) A (B — ) +J¢, (@ — )k = (A= C) ALy, ] (8) (0,5)

Utilizando (2) e (3) em (8), ja considerando a condicdo dada w =0:

L 3L\, 3L 3L\, [(mL? L 3L\*\ - 3L .
m(rr)”“’%*r)f+<E+m(§‘r))‘“"Z(‘Z‘)“Aﬂ
L, 9L mL? L2\ - 3L -
—leA(w§])+<—+—>wk=—TlAyk
- ( 9mL? mL> mlL?
k:<— >w

8 + 3 + 4
13mlL?
24
=1, = %mef (9 — (0,5)

w=-3LI

Utilizando os resultados de (4), (6), (7) e (9) em (5), obtemos o impulso em C:

3L (L)*—(BL I)‘
mgw— —E(A) ]_ﬁmw-l'C]

7mL  13mL . 50 N
(T—T)wzlczlczﬁmuu] (10)

—

Para a resolugdo deste item de maneira alternativa, o TMI poderia ter sido calculado em relagdo a um outro
polo, por exemplo, o centro de massa ou mesmo o polo A. Pelo centro de massa teriamos:

Jo, (@ —w)k=(@A-G) ALy J+(C—G)AIf
2 > L » L - L L >
B wk=—2TAL J+5inl )= =5k, +5 1)K (11)
Utilizando o resultado em (7), resolve-se (5) e (11) para IAy e I obtendo-se os mesmos resultados

anteriores.
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Questdo bonus (1 ponto) Na questdo no. 1, se o choque ocorresse no centro de percussdo da barra, com as
mesmas condi¢cdes imediatamente antes desse evento, a velocidade angular da barra imediatamente apds
o choque poderia ser nula? Justifique sua resposta com base nos conceitos da dinamica.

Solugao
Ndo. Suponha um corpo rigido qualquer (que nao
necessariamente apresente algum tipo de simetria material) que
possa girar livremente em torno de um eixo fixo (z, na figura),
vinculado através de um anel e de uma articulagdo, ambos ideais
(sem atrito). Se o eixo de rota¢do for um eixo principal de inércia
do corpo, demonstra-se que existe um centro de percussdo (C,
na figura) do corpo rigido relativamente a este eixo.
A aplicacdo, ao corpo rigido, de qualquer impulso ativo externo
tal que (i) possua direcdo perpendicular ao plano formado pelo
eixo de rotacdo e pela perpendicular baixada do centro de massa
até ele; (ii) a linha de acdo do impulso externo atinja este plano
em um ponto C pertencente a essa perpendicular e cuja
distancia ao eixo de rotagdo dada seja dada por ||(C —E)|| =
JE,
m||(G-E)|
de impulsos reativos nos vinculos.
Voltando ao caso da barra, o eixo imaginario de rotagdo A; é um
eixo principal de inércia. Assim, caso o impacto ocorra no centro
A& de percussdo, nenhum impulso reativo em A serd aplicado a
barra. Dessa forma, o impulso decorrente do choque em C ira
produzir um momento ndo nulo em relagdo a qualquer outro polo apds esse evento, sem que haja outro
impuso capaz de gerar um momento de sentido oposto de modo que a quantidade de movimento angular
imediatamente apds o choque seja nula e a barra execute um ato de movimento instantaneo de translacgdo.

(m=massa do corpo rigido), ndo ird causar a ocorréncia
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22, Questdo (3,5 pontos). Considere o sistema mecénico
mostrado na figura, constituido por um disco rigido de centro P,
uma barra rigida PQ, um bloco Q, um cabo ideal BDE e trés
molas lineares ideiais. A barra PQ tem massa desprezivel e
comprimento £. O bloco Q tem massa m e pode deslizar sem
atrito no interior da guia vertical, estando vinculado a duas molas
idénticas, cada uma com rigidez 2k. O disco de centro P estd em
contato com uma superficie plana (ponto C), podendo rolar sem
escorregar sobre esta. A extremidade B do cabo estd presa a uma
mola de rigidez k. A extremidade E do cabo BDE esta fixa a periferia do disco. O trecho DE do cabo enrola-
se sem escorregar sobre a periferia; o trecho retilineo BD, por sua vez, a tangencia horizontalmente. A
configuracdo do sistema pode ser descrita pelo angulo 6 medido entre a dire¢do da barra PQ e a horizontal,
como indicado na figura. Sabendo que as trés molas ficam em configuracdo ndo-deformada quando 8 = 0
(barra PQ na posigdo horizontal), pede-se:

(a) os deslocamentos virtuais das abscissas dos pontos B, C, D, P e da ordenada do ponto Q;

(b) os trabalhos virtuais da forga peso do bloco Q, da forga elastica na mola AB, das forgas elasticas do par
de molas no interior da guia vertical e da forca de atrito no disco;

(c) utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, determine o valor de 6 na configuragdo de equilibrio
estdtico do sistema.

Solugao

Se a barra PQ sofrer uma rotacdo 80, nota-se que as distancias de seu centro instantaneo de rotacdo aos
pontos P e Q sdo, respectivamente, £ sen 0 e £ cos 0. Logo (0,2 cada):

6xp = ¥senB 66

8yq = —fcosB 56

D 2/0senfof
P fsen6so

Po—(senfio

L

CIR ECOS@

¢ cos 006 O

Ainda, como o ponto C é o centro instantaneo de rotag¢do do disco (0,2 cada):
SXC =0

Oxp = 2 8xp = 2¢senBO &0
Finalmente, sendo o cabo BDE inextensivel e, sabendo que o trecho retilineo do cabo permanece na
horizontal (0,2):

6xg = 6xp = 2¥senB &0
A forga peso do bloco Q é dada por —mg7, logo (0,5):

8Wheso @ = —mg 8yq = mgf cos 6 50

A deflexdo da mola AB pode ser calculada a partir do deslocamento do ponto B a partir da posicdo 6 = 0
(com a barra PQ na horizontal) até a configuragdo apresentada. Sabendo que a relagdo 2:1 entre os
deslocamentos infinitesimais dos pontos B (extremidade do cabo) e P (centro do disco) permanece valida
para qualquer configuracdo do sistema, é possivel afirmar que a mesma se estende para qualquer
deslocamento finito. Assim, a forc¢a elastica na mola AB é dada por:
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Finola a8 = —k [xg(8) —x5(0)]7 = —k [2(xp(8) —xp(0))] T = —2k(£ — £ cos 0) T
O trabalho virtual desta forca é, portanto, dado por (0,5):
SWiola ap = —2k#(1 — cos 0)8xg = —4k#?(1 — cos0) sen 6 &0
O mddulo da deflexdo de cada uma das molas da guia vertical é £ sen 0. A forga resultante exercida pelo
par de molas sobre o bloco Q é dada por +2(2k# sen 0) j e o correspondente trabalho virtual é (0,5):
8Winolas guia = 2(2kf sen0) 8y, = —4k#? sen @ cos O 50
A forga de atrito de rolamento sobre o disco é aplicada no ponto C, na diregdo horizontal. Como §x; = 0,
entdo (0,5):

8Watrito rolamento — 0

Aplicando o Principio dos Trabalhos Virtuais, temos:
W = 6Wpeso Q + 6Wmola AB T 6Wmolas guia + Swatrito rolamento = 0
8W = mg# cos 8 80 — 4k£?(1 — cosB) sen 0 80 — 4k#?senBcosB 80 = 0
8W = [mgf cos 0 — 4k#? sen 0] 66 = 0
Portanto, o valor de 6 na configuragdo de equilibrio do sistema é dado por (0,5):

_ e _ ms
tan@ = ™ = 9—arctg[4k€]

Obs: Como a forca de contato F = —F, i+ Nj entre o disco e o plano
horizontal é aplicada a uma sucessdo de pontos distintos C, C’, C”,... etc (vide
figura abaixo) e ndo a um ponto fixo e Unico do disco, o trabalho virtual devido
a essa forca, rigorosamente, deve ser calculado considerando-se um
experimento virtual onde se impde ao corpo um campo de velocidades virtuais
compativel com os vinculos, em lugar de um conjunto de deslocamentos virtuais
compativeis com esses mesmos vinculos.

Como o disco rola sem escorregar sobre o plano horizontal, o campo de
velocidades virtuais compativel com o vinculo ‘rolamento sem escorregamento’
é o ilustrado na figura a direita.

Isso posto, o trabalho virtual devido a forca de contato é dado por ! /

5t = (F.9¢)dt, '
em que U ¢ a velocidade virtual do ponto de contato.

Como v, = 0, resulta, naturalmente, que 8T = (ﬁ.ﬁc)dt =0.
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32 Questdo (3,0 pontos). Baseado nas simulacGes sugeridas no EMSC#2 de 2018, os graficos abaixo
apresentam duas histérias temporais do movimento com impacto (graficos a esquerda) e duas projecoes
de trajetérias de fase no plano (8,0) do sistema amortecido (graficos a direita). Para o Caso 1 (graficos
superiores) foram utilizadas as seguintes condig¢des iniciais: 6(0) = m— 0,001 rad; 6(0) =0 rad/s,
cg = 0,002 Nms/rad e batente com coeficiente de restituicdo e = 0,8. Para o Caso 2 (graficos inferiores)
foram utilizadas as seguintes condig¢Ges iniciais: 6(0) = 0,0; 9(0) = 0,0; momento externo Mext =
Mo sin (w, t+ ) E, com magnitude Mo = 0,03 Nm, freqiiéncia w,, = 1,0 w,, fase d =0 e cg = 0,01
Nms/rad. Para cada simulagdo (Caso 1 e Caso 2), descreva o movimento, analise e interprete os resultados
utilizando conceitos da dinamica.

POSIGAD ANGULAR DO PENDULO PLANO DE FASE

Angulo (%
Velocidade Angular (radis)
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PLANO DE FASE

Angulo (%)
o
N

WVelacidade Angular (rad/s)

Solugao

Caso 1: o péndulo foi abandonado em torno da posi¢do de equilibrio instavel (6(0) = = — 0,001 rad), em
movimento livre. A posi¢ao angular variou até atingir o batente a -22,5°, conforme apresentado no grafico
superior a esquerda. Neste instante o primeiro impacto fez a velocidade angular variar abruptamente de
cerca de —10 rad/s para +8 rad/s, devido ao coeficiente de restituicdo e = 0,8, conforme apresentado no
grafico superior a direita. O movimento se repete com sucessivos impactos com amplitudes
gradativamente menores devido a dissipacdo de energia produzida pela restituicdo parcial no impacto e
amortecimento. Apds dez impactos o movimento torna-se oscilatério em torno da posi¢ao de equilibrio até
o repouso completo devido ao amortecimento. (1,5 pontos)

Caso 2: o péndulo em repouso foi acionado a partir do instante t = 0,5 segundos, por um momento
externo senoidal de magnitude My = 0,03 Nm, com freqgiiéncia idéntica a do pendulo linear. Isso produziu
um movimento a partir da posicdo de equilibrio estavel, que se amplificou devido a ressonancia (ou seja
devido a w,, = 1,0 w,) até que houve toque no batente, conforme apresentado no grafico inferior a
esquerda. Apds o primeiro evento de impacto estabelece-se um movimento oscilatério com sucessivos
impactos com perda de energia compensada pelo acionamento externo, conforme apresentado no grafico
inferior a direita. (1,5 pontos)



