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12 Questdo (3,5 pontos). As quatro barras articuladas AB, BC, CD e DA, de
iguais comprimentos L e pesos P, formam um mecanismo plano ligado ao ponto
fixo A. Um disco de raio r e peso Q apoia-se sobre as barras BC e CD, conforme
indicado na figura. Admite-se que o atrito nas articulagdes e entre a superficie
do disco e as das barras seja desprezivel. O eixo Ay é vertical e orientado para
baixo. Pede-se estabelecer a configuracdo de equilibrio do sistema. Para tanto:

(a) Escreva as coordenadas verticais dos centros de massa, yi, do

mecanismo de quatro barras e Y, do disco.

(b) Determine os deslocamentos virtuais dy, e oy, , em funcdo de o« .

(c) A partir da aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais, deduza a
equacdo que permite calcular o &ngulo @ correspondente ao equilibrio

estatico do sistema.

22 Questao (3,5 pontos) - Baseado no EMSC-2017. O dispositivo é composto por um bloco de massa M e uma barra
de massa m e comprimento L. O bloco pode deslizar sem atrito ao longo de uma guia horizontal de se¢do quadrada.
A barra, de distribuicdo homogénea de massa, esta articulada ao bloco em O, podendo girar livremente e sem atrito
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Para tanto:
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em torno do eixo Oy, que é perpendicular ao plano da
figura. A base candnica (ij,k) orienta o sistema
cartesiano Oxyz. Considere o sistema em repouso na
posicdo de equilibrio trivial, i.e., x(0)=0, &0)=0. No
instante t=0, uma particula de massa 1, choca-se contra
a barra, com velocidade U =Ui , conforme mostra a
figura abaixo. Admitindo validas as hipoteses de
choque segundo Newton e conhecido o coeficiente de
restituicdo, e, e os demais parametros do problema,
determine os impulsos decorrentes do choque e a
condicdo cinematica do sistema no instante t=0%, a ele
imediatamente posterior; ou seja:

vy =x(0%), ' =6(0),U’ =U¥T .

(a) Construa os diagramas de corpo-livre do bloco, da barra e da particula, indicando os impulsos sobre eles
agentes. Denomine fl = 1,i 0 impulso transmitido & barra pela particula e Tz = 1,i o impulso reativo aplicado

a barra pelo bloco.

(b) Aplique os Teoremas da Resultante dos Impulsos & barra, ao bloco e a particula.

(c) Apligue o Teorema do Momento dos Impulsos a barra, tomando o polo em O.

(d) Considere a hipotese de restituicdo de Newton e escreva uma relagdo entre vy, o', U’, em funcdo de e e U.
(e) Obtenha, entdo, um sistema de trés equacdes lineares para a determinagdo de v, o', U".

(f) Indigue claramente as duas equacdes, decorrentes da deducdo acima, que permitirdo determinar |1 e I2.
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a ~ A
3" Questdo (3,0 pontos). A lamina plana ABCDEF Y iirriiiiiiizzzzZiZZg

de massam, move-se com velocidade v;i constante A B -
1 1 <2
guiada por dois trilhos paralelos. Um disco de raio . C e o
VvV 2
r e massa m,, animado de velocidade angular @, , G “fDl
. - F E
constante, move-se com Vvelocidade -V, , Y

constante, no mesmo plano do movimento da Idmina. Em um dado instante o disco colide com a lamina a altura do
ponto P;, conforme indicado na figura. Considerando desprezivel o atrito entre todas as superficies de contato, pede-
se:

(a) desenhar os diagramas de impulsos para a lamina e para o disco no instante da colisdo;

(b) determinar a velocidade angular do disco imediatamente ap6s a coliséo;
(c) determinar o valor do coeficiente de restituicdo e e a relagdo entre as massas m; e m, para que, imediatamente

apos a coliséo, a lamina se mova com velocidade v,i /2 e o disco com velocidade v,i /2.
(d) determinar o intervalo de variagdo da relagéo v, /v, compativel com a situacéo descrita no item (c).

42 Questdo (1,0 ponto). Baseada nas simulagfes sugeridas no EMSC-2017, com o0s parametros
m=1kg, L=1m, K=10N/m, g =1Om/s2 , U =1m/s. Os gréaficos abaixo apresentam trés projecdes de trajetorias
de fase no plano (8,6) , correspondentes a dois conjuntos de condiges iniciais distintos (dados no S.1.):

(1) x(0) =0; 8(0)=(7—0,01); x(0)=0; 6(0)=0:; (2) x(0)=02; O(0)=r; x(0)=0; H(0)=0.

Uma das trés simulages utilizou o pardmetro M =100Kkg; as outras duas consideraram M =1Kkg.

Simulagdo A Simulagéo B Simulagéo C

theta(rad) theta(rad)

Identifique as simulagdes A, B e C aos correspondentes conjuntos de condicfes iniciais e ao respectivo parametro M

nelas utilizado. Para tanto, construa uma tabela de correspondéncias, conforme modelo abaixo, indicando os nimeros
que identificam os conjuntos de condigdes iniciais (1 ou 2) e o respectivo valor de M (1kg ou 100kg). Justifique todas

as respostas.

Simulagao Condigdo Inicial M (kg) | Justificativa

A

B

C
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MECANICA II - PME 3200 — Segunda Prova — 25 de maio de 2017
RESOLUCAO

12 Questéo (3,5 pontos). As quatro barras articuladas AB, BC, CD e DA, de
iguais comprimentos L e pesos P, formam um mecanismo plano ligado ao ponto
fixo A. Umdisco de raio r e peso Q apoia-se sobre as barras BC e CD, conforme
indicado na figura. Admite-se que o atrito nas articulagdes e entre a superficie
do disco e as das barras seja desprezivel. O eixo Ay é vertical e orientado para
baixo. Pede-se estabelecer a configuracéo de equilibrio do sistema. Para tanto:

(a) Escreva as coordenadas verticais dos centros de massa, yi, do
mecanismo de quatro barras e y,, do disco.

(b) Determine os deslocamentos virtuais &y, e dy,, em funcéo de ocr .

(c) A partir da aplicagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais, deduza a
equacao que permite calcular o angulo « correspondente ao equilibrio
estatico do sistema.

C
Resolucéo:
(@) As posices verticais dos centros de massa do mecanismo de quatro barras e do disco sdo dadas,
respectivamente, por: (1,0
Y, = Lcosa (1)
Y, :2Lc0504—_L . 2
sina
(b) Das expressdes acima, segue: (1,0
@l =—L5aSina (3)
oy, =—2Loasin a +roa c-:osa =5a[—2Lsina+r ?Oia} (4)
sin® « sin® a |

(c) Para determinar a configuracdo de equilibrio do sistema aplicaremos o Principio dos Trabalhos Virtuais.

Para um deslocamento virtual arbitrario d¢, tem-se: (1,0)
. . Coso
5t = 4Py, + Qdy,= 4PL(- Sasin &) + QM[—ZLSIn a+r— }:0. (5)
SIN” o
A expressdo acima sera verdadeira, independentemente do valor do deslocamento virtual o¢, Se,
necessariamente: (0,5)
(4P +2Q)Lsin® a—Qrcosa =0. (6)

A equacdo anterior permite determinar o valor do angulo « compativel com o equilibrio. Sua
resolucéo requer a aplicacdo de metodos numéricos ou graficos.
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22 Questao (3,5 pontos) - Baseado no EMSC-2017. O dispositivo é composto por um bloco de massa M e uma barra
de massa m e comprimento L. O bloco pode deslizar sem atrito ao longo de uma guia horizontal de se¢do quadrada.
A barra, de distribuicdo homogénea de massa, esta articulada ao bloco em O, podendo girar livremente e sem atrito
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Para tanto:

X

em torno do eixo Oy, que é perpendicular ao plano da
figura. A base candnica (ij,k) orienta o sistema
cartesiano Oxyz. Considere o sistema em repouso na
posicdo de equilibrio trivial, i.e., x(0)=0, &0)=0. No
instante t=0, uma particula de massa z, choca-se contra
a barra, com velocidade U =Ui , conforme mostra a
figura abaixo. Admitindo validas as hipGteses de
choque segundo Newton e conhecido o coeficiente de
restituicdo, e, e 0s demais parametros do problema,
determine os impulsos decorrentes do choque e a
condicdo cinematica do sistema no instante t=07, a ele
imediatamente posterior; ou seja:

vy =%(0%),w' =6(0),U’' =U¥T .

(a) Construa os diagramas de corpo-livre do bloco, da barra e da particula, indicando os impulsos sobre eles
agentes. Denomine fl = 1,i 0 impulso transmitido & barra pela particula e Tz = 1,i o impulso reativo aplicado

a barra pelo bloco.

(b) Apligue os Teoremas da Resultante dos Impulsos a barra, ao bloco e a particula.
(c) Apligue o Teorema do Momento dos Impulsos a barra, tomando o polo em O.
(d) Considere a hipotese de restituicdo de Newton e escreva uma relagéo entre v;, @', U’, em fungdo de e e U.

(e) Obtenha, entdo, um sistema de trés equacdes lineares para a determinagdo de v, o', U".
(f) Indique claramente as duas equacdes, decorrentes da dedugdo acima, que permitirdo determinar I1 e Io.

Resolucéo:

(a) Digrama de corpo-livre:

(0.5)

(b) Na configuragdo de choque considerada, com barra e bloco na posic¢ao de equilibrio trivial e em condigdo
inicial de repouso, i.e., (x(0) =0, 8(0) =0, v5(0) = x(0) =0, @(0) = 0(0) =0), o TRI aplicado & barra, ao

bloco e a particula fornece:
mvgi = (1, — 1,)i
Mo = 1l

uU' =Ui =—I, =—L,i

(0.5)
)
(2)
3)
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Por outro lado, do campo de velocidades de um corpo rigido, segue que: (i) V5 =Vvii = (V —a)’%)f; (i)
vV}, =Vii = (v, —wb)i , com B o ponto de impacto. Segue entéo de (1) e (2) que
m(vg — a)’%) =1, —Mvg aqual, utilizando (3), transforma-se em (0,5)
(m+M)vg,—m%a)'=y(U -U’ 4)
(c) Do TMI aplicado a barra (caso plano), com polo O, escreve-se: (0,5)
m(G —0) A AV, + m%zAc?) =7, =(B-0) A I, que fornece
L +mt ©)

—mEvg +m%a)’=—llb=,ub(U’—U)

(d) Supondo valida a hipotese de restituicdo de Newton, escreve-se vg —U’
da relagdo cinematica (ii), transforma-se em (0,5
v —ob-U"=eU
(e) Asequacdes (4), (5) e (6), abaixo reescritas, formam um sistema linear (7), de 3 equacdes, que deve ser
resolvido para a obtencéo das incognitas (vy, @', U'): (0,5)

=-e(-U)=eU, aqual, com o uso

(6)

(m+M)vg —m%w'ﬂw’:yu

L ’ LZ ’ !
m>vo —M—- + bV’ = 1bU ()

vy —be' -U’'=eU

Note que as equages (7) podem ser escritas na forma matricial:

Ay =u
(m+ M) —mE U
L K Vo “ ®)
A= mE —m? wl; y=lo'|; u=U|ub
1 -b -1 U’ e
(0,5

(f) Asequagdes (2) e (3), com v;, U’ determinados de (7), permitem calcular I e I2:

= uU -U)
I, = MV (9)
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a ~ A
3" Questdo (3,0 pontos). A lamina plana ABCDEF Y iirriiiiiiizzzzZiZZg

de massam, move-se com velocidade v;i constante A B -
1 1 <2
guiada por dois trilhos paralelos. Um disco de raio . C e o
VvV 2
r e massa m,, animado de velocidade angular @, , G “fDl
. - F E
constante, move-se com Vvelocidade -V, , Y

constante, no mesmo plano do movimento da 1dmina. Em um dado instante o disco colide com a lamina a altura do
ponto P;, conforme indicado na figura. Considerando desprezivel o atrito entre todas as superficies de contato, pede-
se:

(a) desenhar os diagramas de impulsos para a lamina e para o disco no instante da colisdo;

(b) determinar a velocidade angular do disco imediatamente ap6s a coliséo;
(c) determinar o valor do coeficiente de restituicdo e e a relagdo entre as massas m; e m, para que, imediatamente

apos a coliséo, a lamina se mova com velocidade v,i /2 e o disco com velocidade v,i /2.
(d) determinar o intervalo de variagdo da relagéo v, /v, compativel com a situacdo descrita no item (c).

Resolugéo:
(a) Os diagramas de impulsos, no instante da colisdo, sdo apresentados na figura abaixo: (0,5)
\— -] I
'é """""" Al > ) mormal de
1 choque

(b) Aplicando-se o Teorema do Momento dos Impulsos para o disco, obtém-se sua velocidade angular imediatamente

apos a colisdo: (0,5)
AHg =g, =0= g, (@) —@,)=0= 0} = o, O
(c) Aplicando-se o Teorema da Resultante dos Impulsos para a lamina e para o disco, obtém-se a relacéo entre suas
massas, coerente com as condi¢es do enunciado: (0,5
vV | v
m\v,—v)=—l=>2-v=—-=1l=m-=2 2
L (v -v) 2 > 2)
m, vy — (= v )):I:V—2+v e e gy R MgV (3)
2\V2 2 2 2 m, 27, 15 27, m, v,
Sendo P, e P, respectivamente, os pontos de contato da Idmina e do disco no instante do choque, suas velocidades,
nos instantes imediatamente anterior e imediatamente posterior a esse evento, sdo dados por: (0,5)
Vp =V, =Vl 4)
e
VF,1 =V —El (5)
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Vp, =Vl + @K A (P, —G)=—VyT + K A (=17 )= —v,i —or] (6)
gt Vv, e} T Ty (- W S
Vp, = 2|+a)k/\(P2 G)= 2|+a)k/\( I‘I)— - )

A hipétese de Newton para o caso de choque central entre corpos rigidos fornece o valor do coeficiente de restituicéo.

(05)
u' = (7, ~ vy )7 =—eu=—e(v,, —\7Pl)-T:{%T—aﬁ—(V—STH-T:—e(—vzf—wrj—vlf)-fz
eotV2—Vy (8)
2V, +V,

(d) Para que a expressao do coeficiente de restituicdo e seja valida, a seguinte condicao deve ser satisfeita: (0,5)

v,V

O<e=
2V, +V,

<1 9)

As duas desigualdades acima implicam que:

v, >V, (10)

Vo —Vv1 < 2V1 + 2V2 =V > —3V1 (11)

Conclui-se, portanto, que 0 movimento descrito é possivel, desde que

(12)

v, 2V, (13)
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42 Questdo (1,0 ponto). Baseada nas simulacbes sugeridas no EMSC-2017, com o0s parametros
m=1kg, L=1m, K=10N/m, g =10m/sz, U =1m/s . Os gréficos abaixo apresentam trés projecdes de trajetorias

de fase no plano (6, 8) , correspondentes a dois conjuntos de condicdes iniciais distintos (dados no S.1.):
(1) x(0)=0; 8(0)=(7—0,01); x(0)=0; 8(0)=0; (2) x(0)=02; #(0)=7; x(0)=0; 6(0)=0.
Uma das trés simulagdes utilizou o parametro M =100kg; as outras duas consideraram M =1kg.

Simulagéo A Simulacéo B Simulagéo C

theta(iad)

theta(rad)

Identifique as simulagdes A, B e C aos correspondentes conjuntos de condicdes iniciais e ao respectivo parametro M
nelas utilizado. Para tanto, construa uma tabela de correspondéncias, conforme modelo abaixo, indicando os nimeros

que identificam os conjuntos de condigdes iniciais (1 ou 2) e o respectivo valor de M (1kg ou 100kg). Justifique todas

as respostas.
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(1.0)

Simulacéo

Condicdo
Inicial

(kg)

Justificativa

A

)

O sistema parte com o péndulo na vertical, acima do bloco, a partir do
repouso, com o bloco deslocado para a direita de 0,1m. Nesta configuracéo
as molas aplicam ao bloco forca restauradora para a esquerda, o que faz com
que sua aceleracdo inicial tenha esta mesma orientagdo. O equilibrio do
péndulo nesta posicdo € instavel e a aceleracdo inicial do bloco para a
esquerda faz com que a aceleragdo angular do péndulo se dé no sentido
horério (positivo). A trajetdria no plano de fase apresentado indica que o
movimento se inicia como descrito, evoluindo para uma sequéncia de
oscilagbes em torno do ponto de equilibrio (0;27), que é um centro estavel.

A energia mecénica inicial do sistema é suficientemente alta para que o
movimento evolua com oscilagdes em torno do ponto de equilibrio (0;0),

também um centro estavel. Fica evidente que os pontos de equilibrio (0;n7x),
n impar, sdo instaveis (pontos de sela). J& os pontos de equilibrio (0;2nrx)
sdo estaveis (centros estaveis). O movimento é nao periddico. As oscilacdes
do péndulo tém amplitude variavel, atingindo valores inferiores a 7.

M)

100

O sistema parte do repouso, com o péndulo em posicao praticamente vertical,
x(0)=0; 6(0) =(z—0,01); x(0)=0; #(0)=0, e passa a oscilar em torno do
ponto de equilibrio trivial, centro estavel. A inércia do bloco é muito grande,
de sorte que o péndulo pouco altera sua posi¢cdo. Como consequéncia, a
trajetdria apresentada no plano de fase (6,6) é praticamente a mesma que

seria verificada se a articulacdo O estivesse fixa, quando entdo o sistema
dinamico se reduziria a um péndulo composto. O movimento é visivelmente
periodico e as amplitudes de oscilagdo do péndulo s&o de grande amplitude,
muito proximas de 7.

)

A condig&o inicial do sistema é a mesma da simulacdo B. No entanto as
massas dos subsistemas bloco e péndulo sdo as mesmas, de tal sorte que a
interacdo dindmica é bastante acentuada. O movimento é ndo periodico. A

trajetoria apresentada no plano de fase (6,6) mostra grandes oscilacdes do
péndulo, porém de amplitude variavel, atingindo valores inferiores a .




