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Duracéo da Prova: 110 minutos (ndo é permitido uso de calculadoras)

12 Questdo. (3,5 pontos)

¢ A figura ao lado mostra, instalado em uma caixa rigida, um sistema de

% K travamento para uma pega, composto por uma trelica pantogréafica e uma

,,,,,,,, . mola helicoidal. A trelica, de quatro modulos pantogréficos, é constituida

D c por dez barras, articuladas entre si, e é articulada a caixa em O e a peca

. m .- v em P. A peca é rigida, de massa m e altura c, e pode deslizar sem atrito

o P o no interior da caixa, que serve como guia. A mola é linear, tem

. g comprimento natural indeformado d e constante elastica K. Um par de

320 H e v forcas, de mesma intensidade F e de sentidos opostos, é aplicado nas

a__e articulagbes A e B. Considerando: (i) a acdo da gravidade - conforme

. y! o indicado na figura, (ii) os vinculos ideais e (iii) desprezando-se as massas

A * B da trelica e da mola, pede-se:

— [ Fo—?
@ ennsrnsnnsnnsnnsal >

Escrever os deslocamentos virtuais dos pontos relevantes a solu¢do do problema em funcdo do
deslocamento virtual angular, 56.

Os pontos relevantes sdo todos aqueles sujeitos a forgas com trabalhos virtuais ndo-nulos. Séo eles: A, B, P
eD.

Tem-se,

(A—0) =-acosd +asing , de tal forma que
A= a&H(sin a + coséf) , €, por simetria, 9B = aé@(—sin a + cos@). (0,5)

A peca pode apenas se deslocar na vertical, de forma que (D—O) =8asin{j e, portanto, P =8as60cosq .
Como a pega é suposta rigida, D = oP =8as6cosd . (0,5)

Expressar a forca de reacdo eléstica da mola como fungdo do angulo @ e dos parametros geométricos a, b,
ced.
A forca de reacdo elastica da mola sobre a peca é dada por:

Fe =—KAj =—K[d —(b—(c+8asin®))]j . (0,5)

Fazendo uso do Principio dos Trabalhos Virtuais, determinar a intensidade da for¢a F, compativel com o
equilibrio na configuracdo considerada na figura.

Os trabalhos virtuais das forcas aplicadas, da reacdo elastica e do peso da pega sdo dados respectivamente
por,
W, =W =Fi-0A=Fas6sing

W, =W, = F¢ - oD =-8Kasecoso[d —(b—(c +8asino))]
M, =—mgj - P =-8mgasecose (0,5).
Pelo PTV teremos: oW =W + W + W +dW,,, =0, de tal forma que
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{2Fasin & —8Kacosd[d — (b — (c +8asin§))]—8mgacos@}56=0 e, portanto, para um deslocamento
virtual arbitrério, 50, tem-se {2Fasin&—8Kacosé[d — (b — (c +8asin))]-8mgacos@}=0, que conduz

a
F =4[mg + K[d — (b — (c +8asing))]|cotd . (0,5)

(d) Determinar o angulo @ correspondente & configuragdo em que a mola estaria em seu comprimento natural.
Basta fazer a forca elastica nula. Vem,

sinézw;com b-(c+d) <8a. (0,5)

(e) Generalizar o resultado dos itens (c) e (d) para uma trelica composta por n células pantogréficas.

Generalizando, para n células:
F =n[mg - K[(b— (c + 2nasing))—d [Jcoté .

sinéz%;d);com lb—(c+d)|<2na. (0,5)

2% Questao. (3,5 pontos)
‘ As figuras ao lado mostram uma bobina de papel. Na

@ condigdo indicada, o raio externo da bobina é R e o

momento de inércia em relagdo ao eixo é Jo.

[0 ____ Considere, primeiramente, a figura (a), que ilustra
um experimento. O papel esta preso, através de uma
travessa, a uma mola helicoidal linear, de constante
K, e esta ao ch&o. A pequena extensibilidade do papel
pode ser representada por uma mola linear de rigidez

K,, K,/K>>1, disposta em série com a mola
helicoidal. Nesta situagcdo, uma mola equivalente de

rigidez K =K 1+ K/Kp)’1 representa a rigidez

K elastica do sistema. Ao eixo é aplicado um torque
Mg, medindo-se a rotacdo de equilibrio decorrente,

(@) (b) 6 . Considerando =0 na condigdo no tensionada
e desprezando-se 0 atrito no eixo pede-se:

(a) Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, escrever a relagdo de equilibrio envolvendo My, @,
Ke eR.
O trabalho virtual do binario aplicado ao eixo é dado por dW,, = M,00.
Sob o conceito da constante de mola equivalente, o trabalho virtual da forca elastica pode ser escrito,
por sua vez, oW =-FcR66=-K RR56=-KR?856 . Como, pelo PTV, oW =5W,, +dWe =0,
entdo,
M, =K:R%4. (1,0)
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(b) Determinar K, em funcdode M, 6, K eR.

_ — K —
Com K. =K(1+K/K ) em M, =K-R?9 vem, M, =———R?@, de onde,
E ( / p) o E o 1+ K/Kp)

K
Kp :T

KR<0

I\/IO

Considere agora a figura (b). Trata-se de um segundo experimento, com objetivo de avaliar a resisténcia do
papel a paradas bruscas de sistemas de armazenamento, ou seja, sua resisténcia ultima a esfor¢os impulsivos. O
sistema esta inicialmente em repouso, com o papel frouxo, preso na travessa que esta fixa no pedestal,
conforme indicado. A bobina esta livre para girar, sem atrito, em torno de seu eixo. O eixo é acionado,
acelerando rapidamente e atinge uma velocidade angular requerida, o, a qual é controlada até que o papel seja
subitamente esticado, provocando uma parada brusca da bobina. Em uma primeira andlise, desprezando-se a

extensibilidade do papel durante o evento impulsivo e utilizando o teorema do momento dos impulsos (TMI),
pede-se (expresse o resultado em fungéo dos parametros, o,R,Jy):

(0.5)

(c) Determinar a intensidade do impulso I transmitido ao papel.

Supondo parada brusca, de forma que @ =0, imediatamente apdés o evento, do TMI,
~IR=JyA0=1J,(0 —®)=—-J,m e, portanto, a intensidade do impulso é simplesmente,
Jow

| = = (1,0)

Em uma segunda analise, de posse da rigidez K ,, avaliada a partir do experimento anterior, figura (a), pode-se

guantificar a duracdo do evento impulsivo como AT ;n,/JO/(KpRZ). Assumindo, entdo, que a forga
impulsiva seja dada por F(t) = F,sin(#t/AT);t[0,AT], pede-se:
(d) Calcular o valor méximo da forga, F,, expressando o resultado em fungdo de AT e dos demais
parametros.
AT
Da definigdo de impulso, [1])" = jF(t)dt , que, integrada com F(t) = F, sin(at/AT);t €[0,AT], fornece
0
AT

7 Jow
0 2 RAT

Substituindo a duragéo do evento, AT = n,/JO/(KpRZ) , vem entdo: F, = g,/JoKp .

(e) Determinar o valor maximo da forca de reacdo impulsiva transmitida ao mancal da bobina.

| z{_ Foﬁcos(ﬂt/m')} =£F0AT ,equetraz F, = (0,5)
T T

O valor maximo da reagdo impulsiva transmitida ao mancal é igual a F, = E,/Jo K, - (0,5)
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3% Questao. (3,0pontos)

A barra AC, de massa M e comprimento L, cai em L, M
atitude horizontal, em movimento de translacdo

vertical. O bloco B, de massa m esta apoiado sobre uma A G
mola helicoidal linear de constante K. Imediatamente v

) % m
antes do choque com o bloco, que se dard no ponto K
extremo direito da barra, C, a velocidade de translacédo

é V=—-Vj . O choque se d& sem atrito. A geometria do J gl
choque permite postular que o impulso transmitido ao
bloco seja vertical. Admitindo-se valida a hipotese de

restituicdo de Newton e conhecendo-se o coeficiente de |
restituicao e, pede-se determinar:

(@ A velocidade do centro de massa da barra vV e sua velocidade angular @'imediatamente apds o

choque.
Considerando o sistema composto por barra e bloco e como a reagdo da mola ndo é impulsiva, podemos
dizer que 0 momento da quantidade de movimento do sistema se conserva, em relagdo a qualquer polo

considerado. Assim tomando G como polo de momentos, teremos (C—-G)xmvj +Jg@ =0, com
Vi =V.] e @ =wk, de onde, m%v’glh Joo'k =0. Ou seja, com Jg = ML?/12,
,__MmLvg _ 6mvg

= = 0,5
YT, T M ©9)

Do TMI aplicado a barra, com I = [j, vem, 1 L/2=Jg0'; de onde, | =ML®'/6. E, do TRI aplicado a
barra vem, com Ij = MV}, —V) = M (V; +Vj), de onde, V§ = ('\I/I——V)T = (%L—v)i *).

Mas, da hip6tese de restituigdo de Newton, (V. —Vj)- ] =—e(V; —Vg)- ] =—e(V)- ] =ev. Assim,

Vi -] =ev+vg. Mas Vi =V§ + @' x(C—G) =[v'G +w7q‘j] Logo, V +w7q‘=ev+v’5. (0,5)

Eliminando vg , em favor de o', e utilizando (*), seguem:

- 1+e 6v - 1+e -
== |2k e Vie=|—~ 1\ 0,5
@ {4+M/m}|_ G [4+M/m }’ (05)

(b) A velocidade do bloco V; imediatamente ap6s o choque.

Segue, entéo, que Vj =—%%wﬂ =—%{41;Me/}vi. (0,5)
+M/m
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(c) A energia perdida no choque.

A variacgdo de energia mecanica durante o chogue € dada por AE = AT =(T —T"). Ou seja,

1 1 2 1, 1.
AE:EMVZ—[Emsz+EMVGZ+EJGa)2] (0,5)

Desenvolvendo e simplificando:

AE EM\/Z[l_(M{“_eT N [H_e _ 1}2 N 3{1+_6W _
2 m|{4+M/m 4+M/m 4+M/m

r -2 2
BTV P LU DR I D S LY I
2 m )| 4+M/m | 4+M/m

o 12
TV VOV LI L I Y |
2 m ) 4+M/m | 4+M/m

1| MY 1+e | l+e
ZEMV —(4+Hj{m} +2{mﬂ=

[—
|

ET VY I /ORI B S
2 [4+M/m | m ) 4+M/m

=%Mv2 EELLUEN B 2]=%Mv2[1+—e}[1—e]=

| 4+M/m | 4+M/m
- , 7
VY Rl
2 |4+ M/m |
. o 1., 1-¢?
A energia perdida é entdo: AE=—Mv® ——— (0,5)
2 4+M/m

(d) O méximo deslocamento do bloco, Ay, decorrente do choque.

Sejam: t; o instante imediatamente posterior ao choque, t: o instante em que a velocidade se anula e
Ag =17; —7; <0 o deslocamento do bloco, onde z; e z; sdo as correspondentes cotas verticais da base do

bloco em relag&o ao plano de apoio da mola. Seja também | o comprimento natural da mola. Do teorema de
conservagéo de energia mecénica aplicado ao movimento do bloco, considerados estes dois instantes, tem-
se,

%mv’B2 +mgz +%K(zi —1)? =%K(zf —1)? + mgz, (0,5)

que leva a,

%mv’B2 +%K(zi2 -2zl) =%K(zf2 —22fI)+mg(zf —zi) , €, portanto, a,
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%mv’B2 +%K(zi2 ~-2,%)=KI(z, —zf)+mg(zf —zi).

Progredindo com o equacionamento, visando a obtengdo da incognita z; , vem, apds rearranjar a equagéo
acima:

7,7 +2 mg _ z, —|z°+2 mg _ zi+mv'B2 =0,
K K K
Note, porém, que a cota de equilibrio inicial é dada porz; =1 —%, de tal forma que a equacgdo de

. m ~
segundo-grau em z,pode ser escrita: zf2—22izf+[zi2—Ev'Bz}=0, gerando as solucdes

/m
Z;=7; Vg P

Mas, como z, < z;, a solucdo procurada é a que corresponde a raiz positiva, pois vy <0, de tal forma que o
deslocamento do bloco B fica:

. [m
Ag =17 _Zisz\/;* (0,5)

gue pode ainda ser escrito
Ve

Ag =7y —7;=—,
Wy

onde @, =/ K/m ¢éa frequéncia natural do sistema bloco-mola, quando livre para oscilar.

Finalmente, se substituido o valor de vy, anteriormente determinado, vem:

A __ M| 1+e v M l+e
* ml4+M/m|oy  JKm|4+M/m|



