ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

Mecénica 2 — PME 3200 —22 Prova — 10/05/2015
Duracao da Prova: 110 minutos
(Nao é permitido o uso de calculadoras, celularesplets e/ou outros equipamentos similares)

QUESTAO 1 (3,5 pontos)A barra homogéne#B , de

comprimento/ e massan esta articulada em . Partindo da

posicéo vertical, com velocidade angutay = 0, ela se choca contra

a quinaP do degrau, conforme indicado na figura. O atrdo n

contato entre a barra e o degrau é desprezivebefiwiente de

restituicdo entre os materiais da barra e do degrigue . Utilizando

abasei jk ligada a barra, pede-se:

(a) determinar a velocidade angular da barra imediatserantes do
impacto;

(b) o diagrama de impulsos da barra;

(c) determinar a velocidade do baricentro da barraaesslocidade
angular imediatamente apds o impacto;

(d) determinar os impulsos reativos atuantes nos poAtesP da
barra durante o impacto;

(e) determinar o valor d@ para o qual a reacdo impulsiva e&mé Ea
nula. 2

QUESTAO 2 (3,0 pontos)Considere o enunciado do primeiro exercicio de lsigio, referente ao movimento de um
eixo horizontal de massa e raior rigidamente ligado a uma roldana de malskae raio R, estando esta Ultima
desbalanceda por uma pequena massocalizada em um pont® de sua periferia conforme indicado na figura,
onde OXYZ constitui um sistema de eixos fixos no espaco, @mguambos 0s sistem&x;y;z; e Oxyz sdo ligados

ao conjunto roldana desbalanceada + eixo.
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Resolva as seguintes questdes:

(a) Qual a desvantagem em se utilizar o sistema aes €@XYZ para descrever as equaces do movimento do
conjunto roldana desbalanceada+eixo ?

(b) Qual foi o procedimento utilizado para determiaanatriz de inércia do conjunto roldana desbalateeaeixo ?

(c) Admitindo quey seja o anguloy;OY , esboce os gréficos de evolugcédo tempgrat (//(t) do angulo de rotacao do

eixo ew= a)(t)da sua velocidade angular supondo que, no instainial, ele parta do repouso, e que a massa
se situe sobre um pon® tal que a , angulo formado entr(aP—O) e 0 eixo-y, seja del° .
(d) Esboce os mesmos gréficos gle (//(t) e w= w(t) supondo agora que o anguloseja del70 .
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(e) Aponte as principais diferencas observadas estggaficos dey =(//(t) nos itens (c) e (d).
() Esboce o grafico deg/ :z//(t) para a situacdo em que o eixo parte do repousoetidn a um torque dado por

N(t) = Ng —cgll(t). Admita quea =170°.

QUESTAO 3 (3,5 pontos)O sistema da
figura € composto por uma barra
homogéne#®BC de mass&8m e que possui
fixa em sua extremidad®uma particula de
massan. EmB ha uma articulacao ideal.
Em C acopla-se uma mola ideal de
constante elastidae que é mantida sempre
na vertical devido a guia de rolete (ideal)
emD. Sabendo-se que a mola esta
indeformada quando a barra esta na
horizontal e que o sistema esta em
equilibrio na configuragdo mostrada,
aplique o Principio dos Trabalhos Virtuais
para determinar, em funcdo dos parametros
do problema, os valores decompativeis
com essa situacao.
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QUESTAO 1 - RESOLUCAO

Aplicando-se o Teorema da Energia Cinética entiastantes
inicial e o imediatamente anterior ao choque, tem-s

HE
1JAz(cuz—6«)02)=mg(£—h), 1) " l
2 2 N
em que ii
ao =0, h G

: 1 77777
h=£sm9:£;=£ ¥ ST

2 522 3 I h
a +— ' a
4 i

E, como A

me2
a equacdao (1) assume a forma
1 >, _1me? , ‘
I = ——w" =mg—,
2% T2 3 Mg
de modo que
w=|9

/

(0,5 ponto)
No ato de colisdo contra a quina, a baf&fica sujeita as
percussodes ilustradas na figura ao lado:
(0,5 ponto)

Aplicando-se o Teorema da Resultante dos Imputdziém-se:

MV —Ve) =1 +1a =1 +lad +1a]=lad +(I +14)]
I_’ nd

O m(\7'G —\7@): | axi +(| + |Ay)]

)

Imediatamente antes do choque a velocidade dodpamicda barra é:

Ve :\7A+&)D(G—A):6—\/%IZ Dgf

- { g~
OvVg =——,[=
G 2,/(1
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Imediatamente apds o choque a velocidade do bénicéa barra é:
Ve =Va+@ 0(G-A)=0+awk Dgf
_ l -~
Ovg ==
G 5 J
Substituindo-se na equacdao (2) os valores dasidalbes deG anterior e posterior ao choque obtém-se:

0~ 0 g~ - -
W+ =0 = lad {1+
rr* 5] 2,”1) ad (1 +1 )]

de onde resultam as seguintes equacdes escalares:

0=1ax (3

mg[au\/%:l 1y (4)

O Teorema do Momento dos Impulsos fornece:

JAZ(a/—a;):M'z“:h/a +51k_g|ak
2

:% a]+\/§ :§|a (5)
3 ] 2

Da equagdo empirica do choque, conforme o modeMedgon, tem-se:
Vp-garra = —€Vp-garra (6)

Mas as velocidades do ponBimediatamente antes e apos o choque sdo dadas;treamente, por:

Ve =vVa +@0(P-A)=0 \/Eklzl—l——— 97

2 2\¢

e por

—7 — - A L 3a - 3a. g
Vp =Va+a O(P-A)=0+awk 0o =5
Substituindo-se esses valores na equacéo (6)aesult
Ea)'] = eE\/ﬁ] ,

2 2\¢
ou seja:

W=e|2f
o

Portanto, a velocidade do baricentro da barra iatadiente apds o choque é:
_, - {19~
Vg =W —j=e— [|=

6wy 2\/;J
Substituindo-se o valor d& na equacéao (5), obtém-se o impulso Em
Wz
aj = 2m¢ (1+ S \/E

9a L

Substituindo-se e | na equagéo (4), obtém-se o valorldg:

2
m£ e\/§+\/§ :L(l-’-e)\/g+|Ay
2 l l 9a l

(1,5 ponto)
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(0,5 ponto)

Portanto, para que o impulso reativo émseja nulo deve-se ter:
1 _% =0=a= ﬂ(
2 9a 9
(0,5 ponto)
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QUESTAO 2 — RESOLUCAO

Se as equacdes do movimento do conjunto eixo+raldasbalanceada fossem descritas utilizandoesdammadas
mensuradas nos eixos fix@XYZ , as suas propriedades inerciais seriam variaedisngo do tempo. Assim, seria

necessario acrescentar a equagdo do Teorema derMoaa Quantidade de Movimento o ter{n(%‘]o} [ﬁw] em

que [%Jo} representa a derivada da matriz de inércia doocérpitilizagdo de dois sistemas de referéncia -fixon

em relacdo ao qual o movimento do corpo é refeddnytro ligado ao corpo, no qual suas propriedgdemétricas e
seu campo de velocidades séo descritos, métodogimopor Euler para a descricdo do movimento deanpo rigido,
conduz a elegante forma da equacdo do Momento dati@ade de Movimento, tal como ela € normalmente
apresentada na literatura, ou seja:

Mo =(G-0)Oméao +[Jo]da]+ @0{[3o]de] -

(0,5 ponto)
O calculo da matriz de inércia do corpo constityiéto eixo AB e pela roldana desbalanceada requer a aplicacdo da
propriedade associativa dos momentos e produtdsédeia, do Teorema dos Eixos Paralelos, e daftranacao de
coordenadas entre 0s eix@xyz e Ox,y12; .

Em relacéo ao sistemaxyz, a matriz de inércia do conjunto roldana+masseeotrada é dada por:
1

=~ MR? 0 0
2 mR? 0 0
[oxe], =| © 1—12 M (3R2 + ez) 0 + 0 mR?sin® @ —m'(- Rcosa)(- Rsina)
0 0 R (3R2 . ez) 0 -m(-Rcosa)-Rsina) mR?cos’ a
%(M +2m)R? 0 0
=N [\]Oxyz]r = 0 1—12M(3R2 +e2)+ mR?sin® a -mR? sina cosa
0 -mR?sina cosa 1—12M(3R2 +e2)+ mR? cos’ a
05(m+2m)r 2 0 0
0 [\]Oxyz]r = 0 Em(Br2 +e2)+ m'r?sin’ a —-m'r?sina cosa
0 —m'r? sina cosa 1—12m(3r2+e2)+ m'r?cos a

Em relacdo ao sistenfax; y;z; a matriz de inércia do eixéB, é:

2 2
% 0 0 mr 0 0
2
2 2
= mr m/ — mi, 2 2
[J Ox Y121 ]AB = 0 7 + ? 2 0 2 = 0 E (3I’ +/ ) 0
0 0 m?  m 0 0 m(3r2+,(42)
4 12 12

Em relagdo ao mesmo sister@; y;z; a matriz de inércia do conjunto constituido pekm eAB, pela roldana e pela
massa concentrada, é:
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o 0 0
2
[JOX1Y1ZI]ABJ =1 0 1m(gr2 +,€2) 0 +
0 0 ™ (3r2 4 12)
12
1 N2
e e o 7| =(M+2m)R 0 0
0 i 0 ik 2 L 0 i 0 ik
L0 10 ik 0 1—2M(3R2 +e2)+ mR?sin? a -mR?sina cosa L0 10 ik
0 kO kK kO kO kK
! 1d 0 -mR?sina cosa 1—12M(3R2+e2)+m'R2c032a ! 1H
2
LU 0 0
2
S[JOlelzl]AB,r: 0 m(3r2+42) 0 +
0 o Mz
12
_ 1(|v| +2m)R? 0 0 _
cosd -singd 0| |2 cosd sind O
sind cosd 0|0 0 1—12M(3R2 +e2)+ mR?sin® a -m'R?sina cosa -sind cosd 0O
0 0 1 0 0 1
0 -m'R? sina cosa 1—12M (3R2 +e2)+ mR? cos a
2
mr- 0 0
2
= [‘]OX1Y111]ABJ = 0 %(&‘2 +€2) 0 +
0 0 M (32 +2)
12
l(M +2m)R? cosd l(M +2m')R?sing 0
cosf -sind 0 2 2
sind cosd O —[1—12M(3R2+e2)+m’stin2a}sin9 L—le(st+ez)+m’stinza}cose - mR? sina cosa
0 0 1
m'R? sina cosa'sind - m'R? sina cosa cosd 1—12M (SR2 + e2)+ mR? cod a
- i} - i
m 0 0 _r+a11 ap a3
2 o Q1 &2 &3 2 m
3[Jox1y1z1]Aar =0 1—2(32”2) 0 tlag ap a3|=| ax 1—2(32+f2)+a22 a3
Az A &
0 0 1—2(3rz+€2) A ag1 ag2 1—2(32+f2)+333

Desenvolvendo os termos da matfiﬁ] indicada acima, chega-se as seguintes expressdegtliz de inércia do
conjunto eixo AB + roldana+massa concentrada:

2
Jox =WT+%(M +2m)R? cos’ 9+L—12M (3R2 +e2)+ mR? sin? a}sin2 6
= Joxy: :%(M +2m')R? siné?cosé?—[l—le(BR2 +e2)+ m'R? sin’ a}cos@sin@

— Joxz =MR?sina cosasing
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Joy, :—(3r2 +£2)+1(M +2m)R? sin? 6 + 1w (3R2 +e2)+ mR?sin? a |cos 8
12 2 12
— Joyz = -MR?sina cosa cosd
Jog = m(3r2 +52)+iM (3R2 + e2)+ mR?cos a
12 12
(0,5 ponto)

Os gréficos dey = gll(t) e w= w(t) paraag =1°, zp(O) =0e a)(O) =0 sao apresentados nas figuras a seguir:

Psi(t) versus t: alpha=1grau
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(0,5 ponto)

Os graficos dey = (//(t) e w= w(t) paraa =17C¢°,/(0) = 0 e w(0) = 0 s&o apresentados nas figuras a seguir:
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Psi(t) versus t: alpha=1grau
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(0,5 ponto)

Comparando-se os gréficos ge= (//(t) para as duas condic¢des iniciais simuladas, obseseaas seguintes

diferencas:
12) Os dois movimentos apresentam freqiiénciasalag®o claramente distintas. No primeiro casongoay =1°, o

eixo oscila com freqiiéncid =10Hz ; no segundo caso, em qae=17C°, f = 27Hz.

23) As amplitudes dos movimentos sao distintas, verague, sob a acdo exclusiva do torque de orggamitacional,

0 eixo oscila entre dois pontos extremos correspated aos angulag e —a ; portanto, no primeiro caso a amplitude
é del° e, no segundo, dE7C’ .

2%) As formas dos gréficos dg = (//(t)séo nitidamente distintas. No primeiro cagos z,//(t) aproxima-se de uma
funcdo cossenoiday = Acos(ax + ¢) . No segundo, a forma da funcéb = w(t) afasta-se consideravelmente da
caracteristica circular. Conforme descrito na litene, ¢ = g[/(t), para valores de crescenteg/ = (//(t) assimila-se a

uma funcéo eliptica (func&n de Jacobi) e, no limite, quando — 180°, aproxima-se de uma funcao hiperbdlica
(funcéosh).

O grafico deg¢ = ¢(t) paraa =170, ¢(0) =0, w(O) =0 e N(t) = No —C(,[/(t) é apresentado a seguir:
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Psift) versus t: alpha=1grau; NitFNO-c.psipt)
350

300
250 o

200 o

Psi

150 —
100 —

50

(0,5 ponto)
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QUESTAO 3 = RESOLUCAO

Como os vinculos el e D séo ideais, as forgas vinculares nao realizanaltnab virtuais em deslocamentos
compativeis com tais vinculos. Restam, portantégrgas peso (da massa éne da barra, er®) e a forca elastica
aplicada entC. O sistema possui um grau de liberdade, dadogpel@lenada generalizada

PeloPTV, tem-se:

Fa [&¥a + Fg [ + Fc [c =0 1)
em que

Fa =-mgj (2a)
Fe = -8mg (2b)
Fc =-kyc] (2c)
e

Fa = Yaj =-3asing

fc = Yo] =-asing

fc =yc] =asing

Os deslocamentos virtuais dos pomos e C, séo:

dya =—3acosbod (3a)
Oy =—acosdold (3b)
dyc =acosbod (3¢)

(1,5 pontos)
Substituindo-se as expressoes (2) e (3) em (1}seem

(- mg) [{- 3acosdd8) + (- 8mg)(- acosddb) + (- kasin8) ({acossds) = 0

= (3mag cosd + 8magcosd - ka® sianosH)JH =0
(1,0 ponto)
Como J8 é arbitrario, resulta:

cost(11mg - kasing) = 0
Portanto, ou
cosf#=0= 6= n

2
ou

1Img - kasinf =6 = asin(ljkmgj
a

(1,0 ponto)



