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Mecénica — B — PME 2200 —22. Prova — 22/05/2012
Duragéo da Prova: 110 minutos (néo € permitido o wsde calculadoras)

QUESTAO 1 (3,5 pontos). A
figura mostra um sistema composto
por duas barras homogénea
idénticascadaumade comprimento
2a e massam. As barras séo
articuladas entre si, emrA, e nas
duas extremidadesD e B. Na
extremidade O da barra esta
instalada uma mola de torcao linear
de constanteK;, que restringe
elasticamente o movimento angular relativo entreasisas através de um torque linearmente propa@tam

anguloé. Uma forca horizontaF = -Fi é aplicada erB. Pede-se:

(a) escrever os deslocamentos virtuai3, &5,, &G, , dos pontoB, G, e G,, como fungdes do deslocamento
virtual 99;

(b) utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, dedua equacdo de equilibrio na coordenada
generalizada® .

QUESTAO 2 (3,5 pontos) A extremidadeA de uma barr&B de massa
m e comprimento 2é ligada a um gancho de dimensées despreziveis O A
engatado a um pino imével. Admite-se que nao oatsenganchamento
antes do evento do choque. No instante ilustrad@muoea, a barra realiza |g
um movimento de rotacdo em torno do pino com vdame angulaey, i
imediatamente antes de se chocar contra um blocanagesa M, 2t
inicialmente em repouso, ligado a uma parede artior meio de uma
mola linear de constante elastikaDesprezando os efeitos do atrito e
admitindo que o coeficiente de restituicdo assacian choque entre o
bloco e a barra se@(e£0), pede-se:

(a) desenhar o diagrama de impulsos sobre a barrae adoco; i
(b) determinar a velocidade angular da barra imediatamente apds o i
choque;

(c) calcular a deformagdo maxima da mola.

QUESTAO 3 (3,0 pontos).O segundo exercicio de modelagem e simulacdo dawipnal (EMSC#2)

solicitou a analise do pouso de um planador de amassnomento de inércidg, e cuja posi¢do do ponto

inferior do trem de pouso, em relagdo ao baricerér{P -G)=-01 - 05k (medida no sistema de eixos

moveisGxyz conforme indicado na figura). Na aproximagéo eopista, o planador exibe angulo de atitude

6, velocidade absoluta/ =V I +V,K (expressa no referencial fixo) e velocidade angule-6=0.

Sabendo que a forgca de sustentacdo vertical agerbaricentro é descrita por uma fun¢doL(a, v, V),

realize as seguintes tarefas:

(a) deduza as equacdes para calculo da velocidadealetty baricentro\(, ) expressa no referencial fixo
(XY2 e da velocidade angula@j do planador imediatamente apds o impacto colista ple pouso;

(b) esboce os diagramas da histdemporal da posi¢éo e da velocidade verticais dicdrgro do planador,
admitindo a seguinte condi¢d6:= 5°, velocidade iniciaV =10l -1K (m/s), alturah=5m (distancia
inicial do ponto inferior do trem de pouso a pista), inpagerfeitamente plastice € 0);

(c) esboce o diagrama da histérgenporal da velocidade angular do planador parasmma condicao inicial
indicada no item (b).
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ZA

QUESTAO 4 (1,0 ponto). Responda as questdes abaixo, justificando clatemeja por meio de
enunciados, seja por meio de equacfes. Parateaddé exemplos ilustrativos.

(a) Do ponto de vista matematico, o que difere um mbolénomo de um n&o-hol6nomo?
(b) O que distingue um vinculo bilateral de um unikalr

(c) Do ponto de vista operacional, explique como sie@aplPTV na determinac¢éo de rea¢des vinculares.
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QUESTAO 1: Resolucéo

(a) As posicoes dos pontBs G, e G, sdo escritas, ha base canbnica da figura:
(B-0) =4acosd
(G, -0) =a(cosd -serq) (0,5)
(G, -0)=a(3cosd -serd)

Delas decorrem os respectivos deslocamentos \drteigpressos em fungao d@:

B =-4adbserdi

&G, = —adb(serd +cosf) ) (0,5)
&G, =-adf(3serd +cosd)

(b) Pelo PTV, podemos escrever:

M:MF+MQ+ME:O . (0,5)

onde, os trabalhos virtuais associados, respeativeama forga aplicada 8y as for¢as-peso e ao torque
restaurador elastico, sdo dados por:

O = F [8B = 4Fadtserd
My = -mg [5G, - mg [G, = 2mgadfcosd ) (1,0)
dNE = —6K-|-549

Decorre, entdo:
(4Faserg + 2mgacosd - &K+ )o6 =0 . (0,5)

E desta, a equacéo de equilibrio:

K18 _

Ziserﬂ +cosf -
mg 2mga

(0.5)

A solucéo desta equacédo fornece o angulo de egpilib

OBS

(1) Evidentemente, procura-se a solugdo de equililariguadrante0 < 6,4 < 77/2. Deve-se, adicionalmente,

estudar a estabilidade do ponto de equilibrio,esgiconsegue, por exemplo, através de uma expanséo
em série de Taylor em torno deste ponto e de udlgsarapropriada.

(2) Note também que este € um modelo bastante singgldicanalogo do problema de flambagem de uma
viga sob a acdo de seu proprio peso. Note tambér quonto de instabilidade’, ou de ‘bifurcacao de
equilibrio’ ou ainda, a ‘carga de flambagem’, péaleer avaliado. Basta considerar a equacdo de
equilibrio linearizada(f <<1) , na forma:

(ﬁ_ﬁ}gzl
mga mg
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De fato, esta equacéo torna-se singular quand@aitude da forca, crescente a partir do valor nulo,
atinge:

_Kr.
 4a’

Note que a carga critica (carga de Euler) de flgmivade uma viga, de comprimehteda e produto de
rigidez flexionalEl, € dada por:

FCT :]TZEZI:]TZLIZ ,
L 16a

de forma que uma mola (de tor¢éo) equivalente ombopde vista de flambagem, sera dada por,
El
Ky =m—=F,4a=F,L.
T 4a cr cr
Este é um ‘primeiro modelo discreto’ da flambagesdha viga.

QUESTAO 2. Resolucéo

I. HIPOTESE 1: Manutenc&o do contacto durante o choque

Ane—
I A
I-a. Diagrama de impulsos i
. o ~ i
Admitiremos, inicialmente, que ndo ocorra desenigamento durante o ato o G
do choque, ou seja, que o impulso aplicado ao gaActenha o sentido
indicado na figura ao lado. B B
B|] | | c

Resposta (a)

Esse diagrama de impulsos da origem a modelagersegajgresenta a seguir.

I-b. Aplicacdo do Teorema da Resultante dos Impulsasrab

Vo =ak O(- )= wri

(1 +14)

(T Vg )= +Ta = Vs = Vg +- = ari -
m m
+1a )
m

I-c. Aplicacdo do Teorema da Resultante dos Impulsddcom

M ~Ve)=T = M(ie -0)=1T
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(2)

I-d. Aplicacdo do Teorema do Momento dos Impulsos aabam relacédo ao pdélo A.

Hi—Ha=m(G - A)O(a-Va)+ Iy (@ - @)= (B-A)O(-1T)

= ~mfj 07 - 0)+ I p |k - k)= 2 D17

= -m/ OVa +JIp (@ -wk =-201Kk

= —V] OVl + Ja, (e — )k =201k

= mVaK + I a (e — wk =-201k

D&)’:(a)— Jm -2 |]|2 ©)

Az J Az

I-e. Equacdo empirica para o choque entre a barra eocdl

AU’ = —eAu = Vi — Vi = —e(Vg —Vc ) = ~elig ~0)

= V¢ —Vp = &g =2l

=V —Vg =€2ali V¢ - Vg = e2ali (4)

I-f. Equagdo empirica para o choque entre o ganchoie® p

Admite-se, nesse caso, que o0 gancho tente violdnaulo, ou seja, que ocorra choque entre o gaecbo

pino. Tem-se, portanto:
Va,gancho = VA, pino = —é(vA,gancho—vA,pmo), ondeeé o coeficiente de restituicdo para o choque ddsriaes do

pino e do gancho.

= viﬁ\,gancho -0= _é(6 - 6)

= \7’/-\,gancho =Va = 6 (5)

I-g. Vinculos cinematicos

Vb =Vp+@ O(B - A)=0+wk O(-2/)

0Vg = 2007 (6)
Vo =Va+@ 0(G-A)=0+wk O[-4)
0V =i (1)

I-h. Resolugéo do sistema de equacdes

Resolvendo-se o sistema de 7 equacdes a 7 inadgnik, V'a, V's, V'c, Ve, W, Obtém-se:

_m-3Ve v =m-Me v = 2m=6Me V,C:er(1+e)w
m+3M m+3M m+3M m+3M
IzzmM(1+e)al IA:ml\/|(1+3e)M Vo =0
m+3M m+3M

Os resultados acima séo consistentes, pois a vallace do ganchoy ,, imediatamente apds o choque, €
nula. Nota-se, nesse caso, que a barra realiza uno énstantaneo de rotagdo com velocidade angulas.

Resposta (b)
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Aplicando-se o Teorema da Energia Cinética ao bilmeadiatamente apos a ocorréncia do choque, a raxim
deformacédo da mola se verifica quando a a eneirgética do bloco se anula, ou seja:

oMV __kax?
2 2

onde

M
= M= [—V
Ve

o= 2mive)
m+3M

Logo, resulta:
A M 2ml1+e) »
k m+3M

Il. HIPOTESE 2. Perda de contacto durante o choque

Resposta (c)

A_
Il-a. Diagrama de impulsos -
J
Admitiremos que o ganchirealize, ap0s o choque, movimento na direcédo 7
-i’, desvinculando-se, portanto, do pino. Em tal a@@w ocorre impulso =
reativo emA, conforme ilustrado na figura ao lado..
I I
! —>» C
(Resposta a)
Esse diagrama de impulsos da origem a modelagerseqajresenta a seguir.
lI-b. Aplicacdo do Teorema da Resultante dos Impuls@stab
Vo =ak O(- )= wii
m(vG —\7(3): r:} Ve =Vg +I—:Mr—l—l
m m
Ovg = (a)é —I—]T @
m
lI-c. Aplicacdo do Teorema da Resultante dos Impulsdsdcm
M ~Ve)=T = Mie -0)=1T
| -

Ove =—i 2

= @)

lI-d. Conservacao da quantidade de movimento da barrdinegéo y

Como néo existem impulsos aplicados na dirgg&@ componente vertical da velocidade da barrasedo
altera por ocasiao do choque, ou seja:

lI-e. Aplicacdo do Teorema do Momento dos Impulsos dabam relacdo ao pdlo A.

Ha-Ha :m(G‘A)D(V'A_VA)+‘]Ay((D'_@):(B_A)D(_Ir)
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= -mfj OV - 0)+ I p kK - k)= 267 O(-17)
= -m/(j OV + I (@ -w)k = 201k
= —mfj OVl + Ja, (o -k =-201k

= MK + Jaz (e — wk =201k

:ﬁ:(a)— m AV 20 IJIZ
Az Jaz

2
Como Ja, = m(f;) , resulta

4 2mv?
. _ 3
[I-f. Equacg&o empirica para o choque excéntrico
AU’ = ~ehu =5 Vi ~ V& = —e{Vg ~Vc ) = ~elis - 0)
=Vt — Vg = &g =e2ali
OVe =Vg +e2ali’ 4)
lI-g. Vinculos cineméticos
Vb =Vp+@ O(B - A) =V +wk O(-24])
OVg = (Va +2a00) (5)
Vo =Vh + @ 0(G - A)=vh + kK O(- 1)
0V = (Va + o)l (6)

lI-h. Resolucéo do sistema de equacbes

Resolvendo-se o sistema de 6 equagfes a 6 inc®gnita

|,VG,Va, VB, Vc, &
obtém-se:
o =m-2M -6Me | | =2(1+e) Mm ve =2(1+e) m_
AM +m 4AM +m AM +m
v =2Ml=g)+m Vaz—M (4o
AM +m AM +m

Analisando-se o sinal de,, observa-se que:
va >0

Para que houvesse desenganchamento, seria hecessgtie o gancho se afastasse do pino, ou seja, que
sua velocidade imediatamente apds o choque tivesséirecdo - i. Conforme mostrado acima, tal ndo
ocorre. Portanto, a hipétese de que ocorra desengaramento é inconsistente.

Essa hipétese, alias, poderia ter sido descartadastie o inicio, pois o ponto de impact® entre a barra

e 0 bloco se encontra, relativamente ao ponfy além do centro de percussace (|Cp - A{ :2(26) :gz ).

Haveria desenganchamento cad® se situasse a uma distanci medida a partir de A, tal que:
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(Resposta b)
QUESTAO 3. Resolucéo

1. Estados anteriores e posteriores ao choque

As equacdes que governam o movimento do planades arapos a ocorréncia do choque sdo apreseatadas
seguir:

= Movimento ao longo do eixo X

mi(=—%pCDV2=O, (1)

uma vez que, conforme o enunciado do problema,taes®i que o arrasto é desprezivel por ocasido da
aterrissagem.

= Movimento em torno do eixo y

Jey0=0, 2

pois, de acordo com o enunciado do problema, a foecsustentacdo € aplicada no baricentro do planad
Portanto, resulta que:

6= w=const (3)
Segundo o enunciado, o planador aterrissa com @dguhtituded constante. Logo, conclui-se que:

6=w=0 (4)

= Movimento ao longo do eixo Z
mZ = -mg| +%p()'(2 + ‘zz)DAEE0,092E@9— tan_l(z/x))Bl%)+ 0,55}

= 7=-g| +2_Tn p()'(2 + zﬂmtﬁo,ogz[ﬂe—tan‘l(z/x))g%) + 0,55} (5)

2. O evento do choque

Para determinar o novo estado cinematico do planatdiatamente apds a ocorréncia do choque, @i sej
guando

zG=-xGsingd-zGcosd ,

serdo aplicadas as equacdes do teorema da result@impulsos e do teorema do momento dos impulsos
descritas a seguir:

" Vex

m(\/Gx _VGx)= I'x =0= Vox = Vex, (6)
pois, de acordo com o enunciado do problema, dewdesprezar o impulso horizontal devido ao atrito.

* Voz
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I I I
m(VGz_VGz):lz =1 :>VGz:VGz+Ev (7)
» Velocidade angular
Joy(@ ~w)=(P-G)DIK = xoT +26k)DIK 8)
Descrevendo-se o0s versoijgsem termos dé&JK , tem-se:

P =0 +{ K )K = cos i +cos(90 - 8)K = cos @ +sin &K

/ k = (IZ DA)Ia + (IZ EIZ)IZ =cos(90 + )l + cos K = —sin @1 + cos 6K
6 >

X Logo, a equagao do teorema do momento dos impualsssme a forma:

JGy(a)’ —w) = IXG (Cosa— +sin6{Z)+ Zc (—sinaﬁ+c036|Z)JDIIZ = (— Xg COSA + g sinH)IZI

=>o —a)=|—(— Xg C0S@ + zg sine): w = a)+|—(— Xg €0S@ + zg sinH), (9)

* Velocidade do ponto P do trem de pouso

Vp =V +@0(P-G), (10)

» Velocidade relativa do ponto P de contacto do tcenpouso imediatamente antes choque
Uu=up+uz = \7Pplanador [y + Vpsolo iz = Vp K +6[ﬁ_ K): Vp K )

:>U:\7@|:|K=VG (11)
pois a velocidade angular do planador é nula altgsuso, conforme o enunciado do problema.

» Variacdo da velocidade relativa do ponto de cordai trem de pouso devida ao choque

Au = AVp K =[AVg +A00(P-G)| K, (12)

Substituindo-se (7) e (9) em (12), resulta:
[ = o = |
Au = {E K +J—(— Xg €C0S@+ 7 smH)J D[XG (cosa +sm6K)+ ZG (—sma +coséK)]}D<
Gy
m

= Au =|—+JI—[X(23 cos? &K —x2 cosfBing - xgzg cosfBIN&K - xg 2 coS” a‘]uﬁ +
Gy

+J|_[_ X 26 CoSABINGK + gz sin® @ +2z3 sin? &K + 23 cosHE'l;ina*]EIK

Gy
Au=de x& €os” 8- 2xg 2 €os8 3N+ z& sin® 6
m JGy
Sau=t +|—(— Xg €0S8 + z¢ sind)? (13)
m JGy

» Equacdo empirica da teoria de choque e percussdes
Associando-se a equacao empirica

u'=-elli=Au=u'-u=—(1+eju (14)

ondeu é dada pela equacao (11), a equacéao (13), resulta:
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L U (- xe cosa+ 26 sin6)? = -(1+elve,
I (L+elv, : (15),
Jey +m(-xg cos@+ zG siné)
3. Condicdes cinematicas imediatamente apés o ehoqu
* Vex
\/GX =Vix (16)
* Vegz
, I l+e
Vgz =Vgz t— =Vgz — JGy ( )VGZ - 2 (17)
m Jey +m(-xg cos@ + 2 siné)
» Velocidade angular
w = a)+|—(— Xg CO0SO+ zg sinﬂ) = O+L(— Xg C0SO + zg sine) =L(— Xg C0S@+ Zg sinﬂ)
JGy Gy JGy
>o=- m(1+e)VGZ (— Xg €0SO+ zg sin 6?) (18)

Jgy + m(— Xg €0Sf+ Z sin 6?)2

(Modelagem: 2,0 pontos)

4. Gréfico de g em fungéo do tempo

Posicéo vertical do baricentro em fungéo do tempo

6,00

5,00

4,00

zG

3,00

2,00

1,00

0,00
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50
t(s)

(0,4 pontos)
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5. Grafico dé/s, em fungéo do tempo

vGz (mls)

-0,50

-1,00

-1,50

-2,00

-2,50

-3,00

Velocidade vertical do baricentro em fungéo dotemp o

0,50

0,00

t(s)

(0,4 pontos)

6. Gréfico da velocidade angular em funcéo do tempo

omega (rad/s)

-0,01

Velocidade angular em fungéo do tempo

0,06

0,05

0,04

0,03

0,02

0,01

0,00

t(s)

(0,2 pontos)
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QUESTAO 4. Resolucéo

(a) Vinculos holénomos séo representados por egea@@ébricas ou, o que é equivalente, por equagfes
diferenciais exatas. Vinculos ndao holénomos, pan&z, sado descritos por equacdes diferenciaigxstas.
Como exemplo de vinculo holénomo, pode-se citdnoulo de corpo rigido, ou seja:

‘ﬁ "51"='-:>(Xi ~x P +(vi-y P +(z -z =12,

onde R e P, séo dois pontos quaisquer de um corpo rigido.

Exemplo classico de vinculos ndo holdnomos sd@aacdes cinematicas do movimento de rolamento sem
escorregamento de uma esfera sobre um plano. ddti@zse os angulos de Eulg@, ¢, tal movimento é
restrito pelas equacodes

Xg - r(é?sin¢ —z//sinecos¢): 0
Ve + r(é?cos;z) +z//sin93in¢): 0
z=r
das quais as duas primeiras séo equacdes difasend@mexatas (vinculos ndo-holénomos) e a teréeinma
equacdo algébrica (vinculo holénomo).
(0,4 pontos)

(b) Os vinculos bilaterais impedem o deslocamertard ponto do corpo em dois sentidos enquanto gjue o
vinculos unilaterais o fazem em um sentido Unidgde(figura).

ponto

deslocamento material
irreversivel
\%\Aamento
"""" e < reversivel
7

vinculo bilateral
(tubo ou par de superficies
vinculo unilateral paralelas, por exemplo)
(superficie de apoio)

Calculando-se os trabalhos virtuais das forcasvesatlevidas a esses dois tipos de vinculo obsereae: 1)

se o vinculo é bilateral e ndo existe atrito, ddhao virtual da forca reativa € nulo para quaisque
deslocamentos virtuais compativeis com o vinc@pse o vinculo é unilateral e ndo existe atritrabalho
virtual da forca reativa é nulo para os deslocacsmeversiveis (compativeis com o vinculo nos dois
sentidos) e positivo para os vinculos irreversif@snpativeis com o vinculo em um Unico sentido).

Como exemplos de vinculos bilateral e unilateratigmo-se citar, respectivamente: guia linear e cabo
inextensivel.

(0,3 pontos)
(c) Para obter o valor de uma determinada reag@ubhar mediante a aplicacdo B@V, € suficiente eliminar
o vinculo em questdo, substituindo-o pela respeateacdo (incognita). Isso feito, aplica-séPBV ao
equilibrio do sistema considerando-se o conjuntfod&s dado acrescido da forca reativa incégnita.

(0,3 pontos)



