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12 Questao (3,5 pontos) L

\ 4

G, C

Considere o sistema mostrado na figura ao ladoposto pelas s |

barras retas e homogéneas, AB e AC, de comprimemrtale 4
massasn e 2n, respectivamente. As barras sdo unidas por uma
articulagéo ideal em A. A figura mostra a configd@ do v
sistema no instante imediatamente antes da calsdmrra AB
com o solo. Nesse instante, o conjunto exibe um d&o g
movimento de translacdo retilinea, com velocidaekioal de
moédulov e o angulo formado entre as barras wdleradianos.
Sabendo-se que o coeficiente de restituicdo ertiegra AB e o
solo valee, pedem-se:

a) o diagrama de corpo livre de for¢as impulsivasatla barra, A B y
no instante do choque; X

b) as velocidade Vi, e V,dos baricentros de cada barra no
instante imediatamente apos o choque;
C) 0s vetores rotagé c?)l e c?)z de cada barra no instante imediatamente apdsqueho

O>A}

22 Questéo (3,5 pontos)

ponto P Q=Mg uia
O sistema de elevacdo ao lado é formado plataforma ' /
D
P

uma plataforma e pelas barras AC e BD,
continuas, homogéneas idénticas, de
comprimento 2L. Tanto a plataforma como as
barras tém massa desprezivel relativamente a
massaM da cargaQ e a massan do contrapeso

S. Todas as articulacbes séo ideais. A carga
Q=Mg ¢é aplicada em P. Um fio ideal liga o
contrapeso ao ponto D da barra, através de uma
polia ideal. Os deslocamentos horizontais de A
(sobre o solo) e D (no interior da guia) ocorrem
sem atrito. Na configuracdo apresentada, pede-
se, tomando como referéncia o sistermg B

a) escrever as coordenad@asyr € Xy, em funcéo da coordenada angelar

b) os deslocamentos virtuais,, dyp , dxp em funcéo do deslocamento virtdé)

¢) o trabalho virtual das forcas externas aplicaaesistema, em funcédo do deslocamento vibtial

d) através do Principio dos Trabalhos Virtuais (FTdéterminar o médulo da forga F aplicada em A que
mantém o sistema em equilibrio na configuragcaosaptada.

32. Questao (4,0 pontos} esta questédo € baseada no EMSC#2, cujo diagienphficado é reproduzido
abaixo. Para sua resolucao, considere a seguibeiatae parametros de simulacao:
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Conjunto KINfm] [ e B x(©) [m] | x© [ms] | 600 [radl | 4(0) [radis]
1 0 1,0 0 2*r+a 0 77164 0
2 100 0,5 0,50 2*r+a 0 7Tl3 0
3 100 0,5 0,25 2*r+a 0 7l3 0
4 100 1,0 0,25 2*r+a 0 7l3 0
a) Considere um possivel impacto com o
‘ 2r P 4r R batente do lado direito (Q). Para uma
- Tl - inclinagéo genéric @, em que sdo conhecidas
X0 as velocidades X- e 6 no instante
2a | imediatamente anterior ao choque, determine
r \ Xc € 6 no instante imediatamente posterior.
| 8L B Apligue os Teoremas da Resultante dos
W g Impulsos e dos Momentos dos Impulsos.
3 P . M o) Expresse os resultados em funcdo dos
; % C pardmetros pertinentes (massa, inércia,
s/ geométricos) e do coeficiente de restituigdo
; £
}) 4
4 /K b) nas condicdes de simulacdo 1, obteve-se a
0 representacdo mostrada na figura 1 para os
u:
t
y( ) v m Fosicio do baricentro do conjunto e deslocamento angular da bara
(1_ﬁ)L 0.125
A \ D.1207
N/ \ gnwﬁ;
o

ER-RELE

deslocamentos da componentedo baricentro do conjunto (linhe
fina) e para o angul® (linha espessa). Explique o porqué des
comportamento. Responda com clareza e conciséo.

0.105

amplitude (em unidades coere

c) dentre os conjuntos de parametros 2, 3 e 4bddateem qual deles — °*=7 “ u “ “ “
0 bloco deve apresentar: (i) o maior e (i) o mendmero de s ‘ ‘ . ‘ ‘
choques contra os batented®tifique sua resposta com clareza o : : — ° ° "
concisao.

Figural

Fosican X(t) (m) vs. Tampo ()
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Resolucdo, Questdo 1
(a) Diagrama de corpo-livre das barras 1(&,2 pontos)

A justificativa para os diagramas desenhados nadigbaixo baseia-se na seguinte argumentacao:

= Para um choque sem atrito, o impulso aplicado Bd no contacto com o solo é necessariamente vertical.

= Aplicando-se o Teorema da Resultante dos Impulaossistema material composto pelas duas bafas AC,
concluimos que a dire¢do da velocidade do barcdbtdesse sistema imediatamemigds o choque é vertical,
necessariamente.

= Para que, no evento do chogqGese desloque apenas na vertical, é suficiente auie & quantoG, tenham apenas
deslocamentos verticais.

= A Teoria de Choque e PercussGes tem como hipfitadamental a de que“o efeito total das percissiigas e
reativas € tal que os pontos do sistema mateffi@raovariacdes bruscas de sua velocidade, magpssades nao se
alteram de modo sensivel”.

= Da hipétese acima concluimos que, no ato do ch@gnecessario que o angulo déetre as barras se preserve.

= Como a posicdo d& deve se manter constante na direcdo horizontal leaaas estdo ligadas entre si por uma
articulagéo ideal, no evento do choque _os atosnitfheosde movimento dessas barras compativeis com as
restricdes impostas, séo: translagdo para a B&8earotacdo em torno de(C.1.R) para a barraC.

= Portanto, as forgas impulsivas compativeis comtos mstantdneos de movimento das baABse AC, sdo: o
impulso vertical proveniente do choque da ba# com o solo e o impulso reativo vertitalna articulacad.

Observacgdo A solugdo alternativa a proposta consiste entsgta a existéncia de uma componente impulsivévaa
horizontal na articulacd8. Apés o devido equacionamento (e maior trabalgéhalico) chega-se a conclusdo de que
essa componente é nula.

IR A G2 2m C
A l ) |
Ir
(] G, y
m X
B

(b ec):
Barra 1:
L ~ ~ ~ - - MV = 0= Vg =0
M(Vg; = V1) = (I =1R) = M(Verd +Very ) — (V) =1j —1Rj = I -1
G1~ Vo1 R Gix G1y R WGly"'mV:I_IR:VJGly: mR_V (1)

Jeo(d ~@) =0={af = =0

(1 ponto)



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

Barra 2

2M(V; —Vgp) = I = 2M(Vgpd + V’GZyJT (V) =lg] =

I
MVg,y +2MV= | g = Vi, = —R- =V 2
G2y R G2y om ( )
L L 2ml? L mL | mL
J -—w)=-—1g0=1J =——Ilg= =——lg=>—wh=-L=l=——d, (3
c2(Wh — @) 5 'R c2tb 5 'R 12“‘2 5 'R 6 5 R 3‘“{2()
(1 ponto)
Hipotese de Newton e equacdes da cinematica: (0,5 pontos)

Vg.] = —€Vg.] = Vg =ev

Vor =Vg +@ O(G, - B) =ej +00(G, - B) = e\ =|vg,;, =ev (4)

Vay = Va+ G 0(Gy = A) = e + 6K 0(51) = Vg = ev+ 25 (5)

= (I =1R) = mVerd + Vo, = (-vj) = |
W)e(4)

ev=%—v:>lR=l—mv(1+e) (6)
(e ()
ev+%:%—V:IR:2mv(l+e)+maizL (7)

B e (7)
_m?Lajz =2mv(l+e) + mal= b = —% (8)
(B)e (g

_ L| 3v(@+e) _e-3
VJGZy =ev+ E|:_T:| = VJGZy = TV (9)

(0,5 pontos): exatidao dos resultados
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Resolucédo, Questéo 2:

(@):

X, =2Lcosd] |y, =2Lsind| [x, =2Lcodd] (1 ponto)

(b):

[, =-2Lsingo8| |3y, =2Lcosddb| [d, =-2Lsind38| (1 ponto)

(c):

MW = (- F)(- 2Lsingd8) + (- Mg)(2L cosdb) + (mg)(- 2L sinBd6) (1 ponto)

‘dN = 2L(F sind - Mgcosfd - mgsin0)59|

(d):
PTV: W =0

AW = 2L (F sin@ - Mg cosf - mgsing)d6 = 0

F sind —Mgcosd —mgsind=0

|F = Mgcot6 +mg| (0,5 pontos)
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Resolucdo, Questdo 3

item (a) (2,0 pontos)

I lyc
\ . .y

IXc C I

6,06,6

O diagrama de corpo livre de for¢as impulsivaslecidades para o instante do choque é mostradaadiote que,
como os corpos foram separados, o efeito do vinwlateracéo entre os corpos é dado pelos implds@dyc .

Aplicando-se o TRI ao bloco e o TMI a barra temos:

bloco (TRI):

1
Xc =—\=1 +1, + My
o= o1 M)
ly, =0
Como era esperado, a componente vertical do impelativo em C é nula, uma vez que ndo ha qualqupulso
externo agindo nessa direcdo em qualquer dos cofposos ainda, da hipétese de Newton para o chogputeal entre
dois corpos (o bloco, que se move horizontalmemtdatente, que permanece sempre em repouso),

MG = %ci) = (-1 +1, ) =1, =

() T =-e(kci) 0 = ¥ =-ek (1)

barra (TMI — pélo C):
0 momento angular da barra em relacéo ao pélo stante imediatamente anterior ao choque, é

He =m(G-C) OXai + Je, (k)

Como
(G-C)= L(,B —%j(—sena” +cos) = d(~serd +cos)
e
Je, = Jg, +md®
entao
He = md(-serd +cosd) Oxai + Je,(6K)
E, portanto,

Hc = -mdcostkck + (Jg, +md?)ék 2)
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Analogamente, para o instante imediatamente posi&oi choque,

H¢ = -mdcostick +(Jg, +md?)ok (3)
Aplicando-se o TMI obtém-se:

H¢ - He = -mdcosgik + mdcostkek +(Jg, +md®)(@ -k =(C-C)0(I, ) =0, (4)

pois o polo escolhido coincide com o de aplicag@dngpulso. Assim, substituindo-se (1) em (4) e lkesalo-se para
@, tem-se

- mdcosf(-ex. ) + mdcostk. +(Jg, + md?)(@ —6)=0

Assim,
é = —;2 mdcosf(1+e)%: - (Jg, +md?)8 (1,0 ponto)
(Jg, +md?) ‘
X = —€ (1,0 ponto)

Item (b) (1,0 ponto)

Em primeiro lugar, lembra-se que a componegiela coordena do baricentro do sistema é dada por

M —dserd
xef( xc + m{x. —dsend)

j . Vejamos o que significa cada parametro, no cdaojlrda tabela:

M +m
K [N/m]=0 Auséncia de forgas externas n&o-impulsiaslirecdo horizontal (sobre o sistema bloco-
barra)
e=1 Caso haja coliséo, esta sera perfeitamendécadsem dissipacdo de energia)
B=0 A barra esta ancorada em uma de suas extremidades
x(0)=2*r+a [m] | Posig&o inicial do bloco no local equivalente aafiséo nula da mola
X(0) =0 [m/s] Velocidade inicial do bloco nula
6(0) = 7/64 [rad] | Posicdo angular inicial da barra
6(0) =0 [rad/s] Velocidade angular inicial da barra

Nessas condigbes, a Figura 1 mostra que o bamcaéity se movimenta, enquanto a posigdo angulanida bxecuta
movimento oscilatério. Analisa-se este comportamient

(i) a auséncia da mola (K=0) implica a ndo exis&wnie quaisquer forcas ndo-impulsivas agindo soksistema, uma
vez que os vinculos séo considerados ideais. Apgln, TMB, a aceleracdo do baricentro seria nufe as condicdes
iniciais dadas, justificaria a posicdo constantesgntada no grafico;

(i) a condicdo acima néo seria suficiente para guaricentro do sistema ndo se movimentasse aasgegse algum
tipo de impulso externo aplicado pois, pelo TRivat@a haver, na presenca de tal impulso, variagAquantidade de
movimento do baricentro;

(iii) assim, posteriormente a aplica¢éo deste isptjue, no caso, seria oriundo da coliséo do doow 0s batentes), a
variacdo na velocidade do baricentro atuaria coma nova condic¢é&o inicial de velocidade que, pornazm afetaria, a
partir do proximo passo de integracéo, a posigaloatdicentro do sistema;

(iv) conclui-se, portanto, que ndo ha choque emtioco e os batentes;
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(v) o sistema possui quantidade de movimento cofest&ntretanto a barra, que é liberada de umagmsingular
diferente de zero, terd sua quantidade de movimaiteoada no tempo, o que implica que o bloco tambgra sua
guantidade de movimento variavel no tempo, paraacqygantidade de movimento total do sistema sejatante.

(vi) pode-se, ainda, entender a asser¢éo em (W:coaauséncia de forgas e impulsos externos sorsisa quantidade
de movimento do sistema é invariante. No entaninfesacéo vincular em C, entre o bloco e a barama for¢a de
contato que tem componentes horizontal e vertjpaftanto, a aplicagdo do TMB a barra permite cancue seu

baricentro esta sujeito a forga peso e as compesdtrizontal e vertical de reacdo no contato cdtoco, em C, que
da origem a uma equacéo diferencial do tipo

még [ = (mg +Fod +Foyj )0 = m¥ = Fyy
Como X5 = f (6, 6,t) , a componente da forca de contato também é futhgionesmos parametros, justificando assim
uma excitacdo que é funcéo do andylportanto oscilatéria (movimento pendular).

Item (c) (1,0 ponto)

Conjunto KIN/m] e B x(0) [m] x(0) [m/s] 6(0) [rad] 6(0) [rad/s]
2 100 0,5 0,50 2*r+a 0 /3 0
3 100 0,5 0,25 2*r+a 0 /3 0
4 100 1,0 0,25 2*r+a 0 /3 0

As condicdes iniciais séo idénticas nas trés diescle simulacdo. Em todas elas o sistema parepdoso, a mola de
configuracdo deformada e o péndulo de um anguléeom a vertical. As situagdes diferem umas dasasutos
valores atribuidos a dois dos parametros: o ceefieide restituicdo e 0 momento de inércia do Réndom respeito a
articulagao.

nenhuma outra forma de dissipacédo existe. Como pedebservado na simulacdo do grafico da figurasdmerda,
oscilagcdo se faz com iniUmeros impactos ora conbi@ente da esquerda, ora contra o da direitagrdeafndo periddic
(cadtica). No entanto, ndo ha qualquer evidéncigedda de energia mecanica do sistema.

Na situacao 4 o coeficiente de restituicao é d ghoque é perfeitamente elasti@u seja, o sistema é conservativo, %ois

A situacéo 4 correspondeportanto,a simulagéo que apresenta o maior nimero de impans.
(0,5 pontos)

No grafico da figura da direita, aquele de menomed de impactos para as condicdes iniciais cormids, Sad
observados apenas trés eventos de choque, congéahte perda de energia mecanica. Apds o terceipadto a
energia mecanica do sistema é conservada, comospoderificado através do movimento periddico guestabelecidd
a posteriori As situacdes 2 e 3 caracterizam-se pelo mesnfiemte de restituicdo (e=0,5), compativel comeada
de energia observada. No entanto, a configuragéorr@sponde maior energia mecénica inicial, porguanela esta
associada energia potencial inicial. Note que mdigoracdo 2 o baricentro da barra coincide comtiaudacdo, e nag
existe variagcdo de energia potencial da barra.aNastfiguracéo, o sistema se reduz a um osciladarngm grau de
liberdade, com restricBes de posicao.

Como é sabido que a figura da direita corresponde &ituacdo de menor nimero de impactos, a ela estara
associada a situacéo 2, aquela de menor energia @eica inicial.

(0,5 pontos)




