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12 Questao (3,0 pontos)

O péndulo balistico é um dispositivo usado para medir 7
a velocidade de um projétil de alta velocidade, como

uma bala. A bala de massa m ¢ disparada .
horizontalmente contra um grande bloco de madeira

de massa M, suspenso por arames leves. A bala
incrusta-se no bloco de madeira € o bloco e a bala

elevam-se a uma altura h conforme a figura. Pede-se

determinar a velocidade v que a bala tem antes do — &2

l—

choque.

i) O choque é perfeitamente plastico: bala e bloco terdo a mesma velocidade v’ ap6s o choque;

ii) A quantidade de movimento do sistema é conservada:
mv=(m+M)V;

iii) A energia cinética do sistema é transformada em energia potencial:
%(m+M)v’2 —(M+M)gh = v'=,2gh ;

iv) de ii) e iii):

V= (1+ %j\/ﬁ

(1,0)

(1.5)
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a)
i) Choque em A:

Vi =—€,(-V) ;
i) Poisson:

Vg =V, +a'2L
V) Poisson:

Vg =V, + oL ;
b)

TMI com polo em G:
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Uma barra homogénea AB de massa m e comprimento 2L cai,
mantendo-se horizontal, até se chocar simultaneamente com dois
anteparos, conforme a figura. Imediatamente antes do choque a
velocidade do baricentro da barra € v. Ndo ha atrito nos pontos de
contato e os anteparos séo feitos de materiais diferentes, de modo que
os coeficientes de restituicdo e, € eg, respectivamente dos pontos A e

B, sdo diferentes. Pede-se:

a) calcule a velocidade angular @' da barra e a velocidade Vg do seu

centro de massa imediatamente apds o choque;

b) empregando as expressdes obtidas no item anterior, considere agora
e, =€, e calcule @' e Vi para essa nova situagdo. Interprete o valor

de @' assim obtido.

i) Choque em B:

(0’5) VI,S =€ (_V) ,
iv) De 1), ii) e iii):
(0,5) S A
o = 2L(eB eA) ,

vi) De i), iv) e v):

o o= (eaves)

A

(IB - IA)L = Jg,@

h

Para e, =e, =e havera simetria no problema (1, =1;=1). OTMI = @'=0. Como ndo havera
rotacdo, teremos o comportamento de um choque central direto e, portanto, vg =ev. Esses
resultados sao exatamente os obtidos pelas expressdes iv) e vi) quando se faz e, =e; =€.

Ie
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32 Questao (3,5 pontos)
Baseada no Exercicio de Modelagem e Simulacdo Computacional # 02 - EMSC#2

Considere, conforme mostra a figura abaixo, um pido. Considere também a equacdo diferencial ordinaria de segunda
ordem, homogénea e ndo-linear, que rege o movimento do ‘pido’, onde « e £ séo dois invariantes do movimento:

Ié+(a_ﬂcosg)(3ﬁ_acose)—mngsem9=0 (1)
Isen*@

(a) Responda e comente de forma consubstanciada:
(1) O que representam os dois invariantes do movimento?
(2) A equacédo de movimento (1) seré valida caso haja atrito
na articulagdo? Justifique.

(b) Determine o valor da taxa de precessdo estacionaria

¢3:Q, considerando conhecidos os valores da taxa de
rotagdo propria a;:a), constante, e do angulo de

equilibrio 6 . Discuta a expressdo obtida.

(c) As figuras a seguir mostram a trajetéria do centro de massa
(CG) do pido no sistema cartesiano (X,Y,Z) e as evolugdes
temporais das variaveis (€0¢a//) determinadas em duas
das simulag@es solicitadas no EMSC#2, através da Eq. (1),

Y com 0 =7x/4; y =w=10radls e 6(0)=r/3;6(0)=0.

Pergunta-se:

(1) Que tipo de movimento o pido executa em cada uma
das simulagBes? Interprete os lagos que comparecem
nas trajetorias do CG e identifique as simulagdes as
correspondentes coordenadas zg =£0,2m.

(2) Em qual delas a precessdo ¢, em média, retrdgrada?
Como isto é fisicamente possivel? Justifique.
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Resolucao:
(a) Responda e comente de forma consubstanciada:

(b)

(©)

(1) O que representam os dois invariantes do movimento? (0,5)
R: Os parametros a =K, = Idsen?d +J cosO(y +pcosd) e B=K,, =J(y+¢cosd) representam, respectivamente,
as componentes do Momento Angular do pido segundo os eixos OZ (vertical) e Oz (de rotagdo propria). Ser
invariante significa ndo apresentar variaco no tempo. Ou seja, as taxas de precessdo, ¢, rotacdo propria,y e o
angulo de nutacédo, ¢, ajustam-se ao longo do tempo de forma a manter os dois parametros constantes. Isto ocorre

quando da inexisténcia de torque externo aplicado em torno desses eixos, como no presente caso, de um pido sob a
acdo da forca peso e sem atrito.

(2) A equagdo de movimento (1) sera valida caso haja atrito na articulagdo? Justifique. (0,5)
R: Nao, a eq. (1) ndo sera vélida. Isto porque, a existéncia de atrito na articulagdo implicaria em torques
(dissipativos) aplicados em torno dos eixos vertical e de rotacdo propria, provocando a variacao das respectivas
componentes do momento angular.

Determine o valor da taxa de precessdo estacionaria ¢ =, considerando conhecidos os valores da taxa de rotagdo propria
¥ =, constante, e do angulo de equilibrio @ . Discuta a expressio obtida.

R: Precesséo estacionaria significa: 6=6=¢ =y =0; y =w; $=CQ; =0 . Portanto, de =K, = J(w+Qcosd) ,
vem a taxa de precessdo estacionaria:

(20 @) 05)

" c0sd | J

Ou, da eq. (1), segue uma relagéo entre #,ae £, na forma,

(o —fcosO)(B—acos)

- =mgz.send 3
Isen®o 9 ®)

Da qual, com a =Ky, = 1Qsen?d +J cosO (w+Qcosh) e f=Kg, =J(w+Qcosd) , segue,

c0s0 = Il (wQ— MYZ ] 4
e-Harl I
J
e
2
_1) Jo Jo 4mgzg
Q_Z (J—I)cosﬁi\/[(J—l)cosﬁj +(J—I)cos@ ®) (05)

As figuras a seguir mostram a trajetoria do centro de massa (CG) do pido no sistema cartesiano (X,Y,Z) e as

evolucBes temporais das variaveis (0,9,¢,«/'/), determinadas em duas das simulacBes solicitadas no EMSC#2,

através da Eq. (1), com 6 = z/4; y = w=10rad/s e 6(0)=7/3;6(0)=0 . Pergunta-se:

(1) Que tipo de movimento o pido executa em cada uma das simula¢Ges? Interprete os lagos que comparecem nas
trajetdrias do CG e identifique as simulagdes as correspondentes coordenadas zg =+0,2m. (1,0)

R: Nas duas simulagGes o pido executa movimento combinado de rotagdo prépria (‘spin’), nutacdo e precessdo,
com taxas variaveis, de forma a manter constantes as componentes de momento angular nas dire¢des dos eixos
vertical e de rotacdo prépria (os parametros «e ). Alguns autores denominam tais casos como ‘precessao
pseudo-regular’. O movimento do pido, em ambos os casos, é regular e periédico. A energia mecanica
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(cinética+potencial) é conservada (o terceiro invariante). Os lacos indicam que a precessdo inverte de sentido
periodicamente, porém mantém média ndo-nula, e o pido avanca girando em torno do eixo OZ, sistematicamente,
em um determinado sentido. A Simulacdo | tem taxa média de precessdo positiva e corresponde ao caso
zg =+0,2m . Por sua vez, a Simulagdo Il apresenta taxa média de precessdo negativa, com menor intensidade, e

corresponde ao caso zg =-0,2m.

(2) Em qual delas a precessdo €, em média, retrégrada? Como isto é fisicamente possivel? Justifique. (0,5)
R: A precessdo é direta na Simulag&o | e retrograda na Simulacédo Il. A primeira situacdo, mais comum, é possivel
porgue o0 momento proporcionado pela forca peso em torno do eixo do nés (Oy) é positivo. Quando em equilibrio
dinamico (precessao estacionéria) este momento é contrabalangado por um binério giroscépico em sentido oposto.
Uma variacdo positiva do angulo de nutacdo causara entdo um aumento da taxa de precessdo, de forma a
aumentar a restauracdo proporcionada pelo binério giroscépico. O inverso ocorre quando a variacdo do angulo
de nutacéo for negativa. Na Simulacdo Il o0 momento proporcionado pela for¢a peso em torno do eixo do nés (Oy)
é negativo e o raciocinio se aplica, de forma anéloga, porém com o sentido da precessdo invertido, relativamente
ao que ocorre na Simulacéo | .



