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12 Questéo (3,5 pontos) Uma barra de massa M e comprimento q
3a gira em torno de um ponto O com vetor de rotacdo o = wk
constante. Em um dado instante, quando ela se encontra paralela
ao versor |, a barra é atingida por uma particula de massa m e

velocidade V = Vi , em seu ponto A. —:- A &
a) Supondo que o choque foi perfeitamente anelastico, determine l
qual deve ser a altura h para que a barra tenha velocidade angular

nula no instante imediatamente apos o choque. Sob que condicdo o o<§ l '

esta situacédo é possivel?

7
a
b) Determine a perda de energia cinética que ocorre durante o \ )
>+
-

choque.

a) No sistema isolado, formado pela massa m e pela barra rigida articulada em (O), a Unica forca
externa aplicada ao sistema € a forca reativa na articulacdo. O momento dessa forca em relacdo a
(O) € nulo e, portanto, 0 momento angular I:Io do sistema conserva-se. (0,5

Mas

Hy =Jowk+hjamvi =(J, o-mvh)k (0,5)

e como o sistema fica em repouso apds o impacto (HO =0) a conservacdo do momento angular
obriga que I:IO =0 seja nulo para todo o tempo; portanto

Jow
mv

h= (0,5)

O momento de inércia de uma barra homogénea de massa M em relacdo ao centro de gravidade é
igual a M 1?/12, onde | é o comprimento da barra. Portanto

2 2 2
JO:JG+M[2J _MEa) Ma'_, . (0,5)

12 4

Esta situacdo sé € possivel se h < 2a, ou seja, se
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Ma’w
mv

<?2a (0,5)

b) A energia cinética final sera nula, portanto a perda de energia cinética sera igual a energia
cinética inicial:

AT :—GmVZJr%M azcozj (1,0)

22 Questéo (3,0 pontos) Um disco homogéneo de raio r e
massa m esta se movendo em uma trajetéria circular de
raio R, sobre um plano horizontal, de maneira que seu
baricentro tem velocidade uniforme v. Devido a efeitos
giroscopicos, o disco inclina-se de um angulo &, como
mostrado na figura. Sabendo que nao ha escorregamento

entre o disco e o plano, determine o angulo 6. f

- Vetores de rotagéo (1,0

e Movimento absoluto

V,, =0; =-Vk

VGabs

— —

VGabs = Oaps + a)abs N (G _O); onde [0)

= —Vk = (a)tf +w, i+ wZE)/\ (rf)

= —Vk =—@ 1k + o,rfi = o =—0,=0,0="
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e Movimento de arrastamento

@,, = —VEK ;onde K =cosé& +sendh
7 7 — e V 2 V 2 e
6, =Vo +0, A(G-A) =V, =- ERcos 6+ER5en 0 k

e Movimento relativo

a)rel = a)rel n

e Composicdo de movimentos

a)abs = a)arr + a)rel

- V.
=S>ol+—N=0,

ﬁ—!cosat"—!senaﬁ
R R

r
o =(\L+!sen6jﬁ
r R
=10, = —!seneﬁ—!cosef
R R
By = Y coséb + L
R r

- Aceleragéo do baricentro

+@,, A(G—A)+d,, Ad,, ~(G-A)]

2 2
= é:Ga” :0+0+5)arr A[@arr /\(G_A)] = é:(; = é:G :V?Sena_:’—v?Cosm

-TMB (1,0)
2 1
To—mgcosezm\%sene : 0

v? i
No —mgsenez—chose \

Z,=0 mg

r

Zogl/ !
~

To f N
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- TMA, péloem G

(1.0)
Nig =m(G-6) nds + o [1e o)

g ;
0 0 —!cose
4 , R
onde I, i )= 7 k| O LA v
r
2
0 o mr
i 4 | 0
=&, Af="senck
2 . . = Wyyr =5
:—Zorﬁ—Norkz—mr \icosef+m—wﬁ;onde Ri/ B
4 R N = m,, Al =-—cos&k
R
Z,=0
2 2 2 2
—mgrsen6’+mv rcos6’:—m£: %sen&’cos@—mv rcosH
VZ(1lr o V?
= |tg ——[—Esen9+gj que tende assintoticamente a tg@=3—

r
se |— << 1]
2 Rg R
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32 Questéo (3,5 pontos)

O EP2 solicitou a modelagem e a analise da dinamica do sistema abaixo, via simulagdo realizada em ambiente
SCICOS/SCILAB. A presente questdo aborda apenas parte do estudo, referente ao sistema completo, em
oscilacéo livre.

Sabe-se que as equac¢des que regem o movimento do sistema sdo:
D (M +m)Z + (masend)d + mad? cos @+ Kz =0

M

(masen®)z +§mazé +mgasend = 0

K Sabe-se ainda que a linearizacdo deste sistema, em torno de ¢ =0,
= considerando  pequenos deslocamentos @(t) e pequenas
- 0 velocidades 6(t) , conduz a:

(M+m)Z+Kz=0
39 . @

0+==20=0
4 a
de tal forma que, nestas condi¢des, duas freqiiéncias naturais sdo
T K 3
prontamente identificaveis: Q; = e Q, =1f—g .
M +m 4 a

Parametros do sistema:
g=10m/s®>; M =m=2kg; a=0,75m.

(a) No sistema (1) acima, isole, a partir da Eq. (1b), a aceleracdo angular &, substituindo-a na Eq. (1a), e simplifique o
sistema resultante:

De (1b): 0= ——gsena 1+2 , que substituida em (1a), leva ao seguinte sistema, (0,3)
4 a g

(M +m)'z'—%mgsenze(1+£j+ma¢9'2 cosf+Kz=0
g
é:—ggsene(Hij
4 a g

que pode ser escrito:

%mgsenze—ma@'2 cos 0 — Kz
.Z'=

(M +m)—%msen2¢9 (0,2)

éz—égsene(Hij
4 a g
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(b) Construa um diagrama de simulacdo, em linguagem SCICQOS, correspondente ao sistema assim modificado,
especificando claramente as fungdes (Scifunc) a ele associadas. Inclua, no diagrama, saidas graficas para as variaveis

cinematicas: z(t),8(t); z(t),4(t) e Z(t),H(t), ou seja, graficos temporais de posicao, velocidades e aceleracdes:

Y

zpp

A 4

zpp

zp

flu) i 1; » 1 4 z
Feni Integrator Integrator1
thetapp
filu) L 1: p L B theta
Fen2 Integrator2 Integrator3
.
L

thetapp

thetap

(O—>

Clock

Fenl:  ((3/4)*M2*g*sin(u[2])*2-M2*a*u[1]*2*cos(u[2])-K*u[3])/((M1+M2)-(3/4)*M2*sin(u[2])*2)

Representando a equacéo:

Z:

%mgsenze— ma#? cos — Kz

(M +m)—%msen26’

Fcn2: -(3/4)*(g/a)*sin(u[2])*(1+u[1)/9)

Representando a equacao:

0= —ggsene[h iJ
4a g

(0.8)

0.2)
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(c) Calcule os valores do pardmetro de rigidez da mola K, correspondentes aos seguintes valores da razdo entre
frequéncias, ﬁ’:(Ql/Qz): 1/4; 1/2; 1 (ou seja, 1:4; 1:2; 1:1).

Tém-se: g=10m/s>; M =m=2kg; a=0,75m, de tal forma que |Q,= %g =410 =31628rad/s| Como

a
K . , .
Q, = a seguinte tabela é prontamente construida:
M +m

B K (N/m) Q(rad/s)
0,25 2,5 0,7906
0,5 10 1,5811

1 40 3,1623

(0.3)

(d) As duas simulagbes (A) e (B), mostradas abaixo, foram realizadas a partir das seguintes condi¢des iniciais:
(Z(O);Z(O);H(O);é(O))=(0;0; 7z/24;0). Calcule, aproximadamente, os valores dos periodos tipicos de oscilagdo
(visiveis a partir de uma simples observacao) que estao presentes nos sinais temporais z(t), 4(t) .

5 I 't I
d 5 10 15 20 25
zp
D0Z—r T T —T —— -
it ! T [ | ] A I A A T |
AN AN RN AW AVINAY. NIV AT YA LA
] AR [l | I'Ir"-'J.""I',"rI LI |I'J"|'!"I|"[I | ||__IL I': '.I'I_'!._I,l_lll | |l'= k. - Il | L.'I._,_nl_l,'.JI..IL
Vi | T N R L ) \ [V | LoV Vv \f
. 1 Wy ! Y | W Y I u u
0.02
d 5 10 15 20 25
theta
0.2 . . . .
A ANASTARAR ANVASFARTAS AR LSFANAY |
02 1 I I I
d 5 10 15 20 25

thetap

t
Simulacéo (A): zem metros. ¥ em radianos. Tempo em segundos.

Na simulagdo A tém-se, visiveis, dois periodos tipicos de oscilacdo. Um deles é avaliado contando o nidmero de ciclos no

. x . . . 25 I
grafico de @(t). Sdo aproximadamente 12,6 ciclos em 25s, ou seja:T, ;m=1,984s . Corresponde a uma frequiéncia
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2 . .
Q, =T—”;3,1667rad/s. Este valor é bastante proximo de Q, = %g=@;3,1628rad/5, calculada acima, que
b a

corresponde a freqiiéncia natural do péndulo em vibracéo isolada. (0,3)

O segundo periodo, prontamente identificavel, é o que se refere ao duplo-pico que comparece no sinal temporal de z(t).

Para cada ciclo de oscilagdo com periodo T, ;%=1,984s tém-se dois ciclos de oscilagdo, portanto com periodo

T, =0,99s, correspondente a uma freqliéncia Q, =_2|_—7[;6,3334rad/s. Esta oscilacdo deve-se aos termos quadraticos:
a

sen?d(t) e 62(t), presentes na EDO que rege z(t) e trata-se de um sub-harménico de ordem 2. (0,2)

thetap

Simulacédo (B): zem metros. ¢ em radianos. Tempo em segundos.

Na simulacao B, além dos periodos acima identificados (0,3), comparece uma terceira oscilacdo, bem mais lenta: séo 3

. 24 . 2
ciclos, em cerca de 24 segundos: (T, ;?=85 , que corresponde a uma freqiiéncia |2 L 0,785rad/s|. Trata-se de

C

C
periodo muito préximo do periodo natural do sistema em um modo de vibragdo vertical, quando K =0,25N/m. (0,2)
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(e) ldentifique entdo (justificando) os valores de 3, acima, que correspondem as duas simulagdes (A) e (B).

A simulago A corresponde a f=1:1 ou f=1]

Justificativa: tanto @(t) quanto z(t) vibram com uma mesma frequéncia fundamental, Q, :_Zr—”;3,1667rad/s, muito

b
proxima de Q; =Q, =31623rad/s, que corresponde ao caso £ =1, K =40N/m. 0,2)

A simulagdo B corresponde a f=1:4 ou f=0,25]

Justificativa: tanto @(t) quanto z(t) vibram com a freqliéncia Q, = _?_—” = 3,1667rad/s . Porém, z(t) também apresenta uma
b

segunda freqliéncia, bem mais baixa, Q, =_2r—” = 0,785rad/s , muito proxima do valor Q, =0,790rad/s, que corresponde &

C
freqliéncia natural do sistema em modo de vibracéo vertical, quando g2 =0,25; K =2,5N/m. (0,3)

(f) Responda (justificando): as simulagfes foram realizadas com ou sem amortecimento?

As simulacbes foram realizadas sem amortecimento, pois ndao ha perda de energia mecanica (o sistema mostra-se
conservativo) ( ou ainda, ndo ha decréscimo de amplitude de oscilacéo ao longo do tempo).
0,2)




