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12 Questao — (3,5 pontos). O rotor do ventilador de eixo horizontal

fixo, ilustrado ao lado, esta desbalanceado. O rotor (pas e cubo)

tem massa m. O rotor é mantido sob rotacdo constante, de

intensidade w, conforme indicado na figura. Um sensor de carga

acoplado ao eixo do rotor acusa reagdo e momento dinamicos

reativos (aplicados ao rotor) R = F,T + E,je M, = M, T+ M,J.
i Das reacdes ja estdo descontados os efeitos da forga peso.

X Considere a matriz de inércia do rotor, J, medida com respeito ao
sistema de coordenadas Oxyz, orientado pela base canodnica

(1,], k) e solidario ao rotor. Pede-se:

a) Escrever o vetor rotagdo do rotor na base (7, ], k).

b) Escrever a quantidade de movimento angular do rotor, ﬁo, em relacdo ao polo O, na mesma base (T,f, E)
e em funcdo dos seus momentos e produtos de inércia.

c) Aplicando o teorema da resultante, determinar as coordenadas (X, y;) do centro de massa G do rotor.

d) Aplicando o teorema da quantidade de movimento angular, determinar os produtos de inércia do rotor
gue envolvem o eixo de rotagdo Oz.

Resolugao

-

a) Escrever o vetor rota¢do do rotor na base (7, ], k).
@ = wk (0,5)

— -
b) Escrever a quantidade de movimento angular do rotor, H,, em relagdo ao polo O, na mesma base (7, ], k)
e em funcdo dos seus momentos e produtos de inércia.

Definindo a matriz de inércia, na forma:

Jxex ]xy Jxz
Jo=\lxy Jyy Jyz
Jxz ]yz Jzz

a quantidade de momento angular em relagdo a O, considerado ponto fixo, fica:

ﬁo =]xzw?+]yz(‘)j+]zzwl—é (0,5)
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c) Aplicando o teorema da resultante, determinar as coordenadas (x;, y;), do centro de massa G do rotor.

-

TR:  mdg; =R =Fi+ Ej

E, como a rotacdo é mantida constante,

dg = —w?xc1— w?ygJ (0,5)
Assim,
E, E,
- _ - _ 0,5
xXg maw? € Y¢ mao? ( )

d) Aplicando o teorema da quantidade de movimento angular, determinar os produtos de inércia do rotor
gue envolvem o eixo de rotagao Oz.

TQMA, polo 0: = (Hy) = Hy = M, (0,5)
Mas:
ﬁo = szwf+ JwaT+ Jzza)k; =

=J (wk AT)+ Jyza)(a)lz A+ I o(wk AK) =

_ g 27
=J,0°]-J,00

0,5)
Entao:
_]yzwzi)'i']xzwzj): M, T+ Myf
Portanto,
M M
Jxz = w_32] € ]yz = w_azc (0,5)

OBS: Se a matriz de inércia tivesse sido definida na forma:

] xx _] xy _] Xz
Jo=|"Jxy Ly —Jyz
_] Xz _] yz ] zz

os sinais algébricos da solugdao acima se inverteriam, obviamente.
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22 Questao (3,5 pontos). O rotor ilustrado na figura ao lado é
composto por um cilindro de raio R e massa 7m e um disco de raio 2R X

e massa 4m, fixados em cada extremidade do eixo esbelto de massa
desprezivel que é apoiado na articulacdo A e no anel B. O rotor possui

ainda uma haste CDEF no formato T, composta por um segmento reto

esbelto €D, alinhado com o eixo x de comprimento L e massa m e /\f rp

SR

outro segmento esbelto DEF, alinhado com o eixo z de comprimento
2L e massa 2m. O sistema gira em torno do eixo z com velocidade

</

angular @ = wk constante. Considerando o referencial Axyz solidario
ao corpo, pede-se:

a) Determinar a posi¢do do centro de massa no conjunto;
b) Determinar os produtos de inércia do conjunto;
c) Determinar apenas o momento de inércia Ja;

d) Determinar a posicdo e valores de duas massas utilizadas para balancear o conjunto, instaladas na
periferia do cilindro e do disco nos planos de correcdao Axy e Bxy, respectivamente.

RESOLUCAO

a) Determinar a posi¢cao do centro de massa do conjunto

Para a determinac3o da posicdo do centro de massa utiliza-se: (G — A) = xgl+ ygJ + ZGE para o rotor
com massa total M = 14m:

m-L/2+2m-L 5
xG= = —

14m 28
Y¢=0
_7m-L+m-3L+2m-3L+4m-4L 16
% = 14m 7
G = (5/28,0,16/7)L (0,5)

b) Determinar os produtos de inércia do conjunto.

Para a determinacgao dos produtos de inércia considera-se as hastes esbeltas e pdlo A:
15

Jaxz =m@BL)(L/2) + 2m(3L)(L) = 7mL

]Axy =0
]Ayz =0 (0,5)

c) Determinar apenas o momento de inércia Ja,.
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Determinagdo do momento de inércia Ja, considerando eixo e hastes esbeltas:

1 2 1 2 1 2 2 23 2 7 2
]AZ=E7mR +§4m(2R) +§mL +2m-L =m<7R +§L> (0,5)

d) Determinar a posi¢ao e valores de duas massas utilizadas para balancear o conjunto, instaladas na
periferia do cilindro e do disco nos planos de correcdo Axy e Bxy, respectivamente.

Para o balanceamento é necessdrio atender as equag¢des de balanceamento eliminando a excentricidade
(x¢ = 0) e assimetria (5, = 0) utilizando duas massas compensadoras m; e m; fixadas na parte externa do
cilindro (distancia R do eixo) e na parte externa do disco (distancia 2R do eixo) suficientes para balancear o
sistema:

Mxg; + myx; + myx, =0
Myg +myy; + mpy, =0
Jxz + Myx12y + myxpzy = 0
Jyz + miy121 + Mpy,z; =0

Como o centro de massa estd na parte superior, uma possivel solucdo é instalar as massas na parte inferior
do cilindro e do disco (x1 =—R e x, = —2R). Para ndo causar assimetria no plano Axy (y: = y» = 0 para manter
Jiy =0) a localizagdo de cada massa serd entdo: mi (—R, 0, 0); m, (—2R, 0, 4L). Os valores das massas
resultam em:

Mx; +myx; + myx, =0
Myg + myy; + mpy, =0
Jxz + Mix12y + Myxpzy = 0
Jyz + miy121 + Mpy,2; = 0
Logo,

15mL
Juz +ma(=R)(0) +my(~2R)(4L) = 0 = my = —=—=  em (~2R, 04L) (1,0)

5mL
Mx; + my(—R) + my(—2R) =0=>m, = SR em (—R,0,0) (1,0)
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32 Questao (3,0 pontos). O suporte ABOG
translada-se com velocidade constante —VJ ao
longo da diregdo vertical, ao mesmo tempo em
que gira com velocidade angular constante w,J
em torno do eixo vertical fixo OY. Em sua
extremidade G liga-se, por meio de um pino,
um disco homogéneo de massa M e raio R, o

qual gira com velocidade angular wrl_é (wy
constante) em relacdo ao suporte. Adotando
como referencial mével o sistema de eixos
Gxyz ligados ao suporte e a respectiva base

[ k, pede-se determinar:
a) o vetor rotacdo absoluta do disco;
b) a matriz de inércia do disco no polo G;

€) a quantidade de movimento angular do
disco no polo G;

d) os esforcos aplicados pelo disco ao garfo.

RESOLUCAO

(a) Vetor rotagao absoluta do disco
B =By + B = wa] + 0k

(b) Matriz de inércia no polo G

'MR? 0 0
4
MR?
Usl = 2 0
RZ
0 0
2 |

i

VISTA LATERAL

@-{—

VISTA DE TOPO

>N __

4

(0,5)

(0,5)
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(c) Quantidade de movimento angular no polo G

[MR? 0
4 0 2 2
T MR? MR? _ MR?*
He =gl [w]l=] 0 0 -[wa]= 7 Wd T wrk (0,5)
mrz| H
0
| 2 |

(d) Esforgos aplicados pelo disco ao garfo
Considerando-se o diagrama de corpo livre ilustrado abaixo, o Teorema da Resultante se expressa como:
R, I+ R,J + R,k — Mgj = Mg

em que
dg = do + @k A (G — 0) + wak A[wgk A (G — 0)]

Como ¥, = —Vj = const e w, = const, resulta:
- . > > 3] _ 2 -
ag = wgk A [wak A Ll] = —wgLt

Ry Substituindo-se essa expressdo na expressio do Teorema da
Resultante, obtém-se:

R, = —Mw?2L
R, = Mg
R,=0

Logo, a forga reativa aplicada pelo disco ao garfo é:

Sendo o disco um sélido homogéneo de revolugdo, o Teorema da Quantidade de Movimento Angular, em
G, assim se expressa:

_  dH,

_ dH,
C7 dt B

+ waj A ﬁG

oXYZ Gxyz

Notando que, para um observador ligado ao referencial Gxyz, H
é constante (vide Figura ao lado), a expressao anterior se simplifica
e o bindrio giroscépico aplicado pelo garfo ao disco se calcula

como:

-

_, L = , (MR* _ MR?* _\ MR?
Mg = weJ ANHg = wgj A 2 @a +Twrk =5 WaWrl
Logo, o momento giroscdpico reativo (ou seja, aplicado pelo disco

ao garfo) é:

vjReativo MR? -
M; =~ Wewrl (1,0)




