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MECANICA Il - PME 3200 - Primeira Prova— 16 de Maio de 2023

Duracao da Prova: 100 minutos (ndo é permitido uso de dispositivos eletronicos)

12 Questdo (3,5 pontos). O eixo esbelto de massa 3m e
comprimento 3L é apoiado na articulacdo A e no anel B, conforme
mostrado na figura ao lado. O eixo possui um disco na extremidade
A com raio R e massa 4m e um anel esbelto na extremidade B com
raio R e massa 2m. O eixo possui ainda uma haste no formato T
formada por um segmento reto de comprimento L e massa m e
outro segmento CD alinhado com o eixo y de comprimento 2L e
massa 2m, ambos esbeltos. Considerando que a peca rigida gira em

iR
torno do eixo z com velocidade angular @ = wk constante e
adotando-se o referencial Axyz soliddrio a peca, pede-se:

a) Determinar a posi¢do do centro de massa da peca;

b) Calcular a matriz de inércia da peca;

c) Fazer o diagrama de corpo livre para a peca;

d) Calcular a aceleragdo do centro de massa e a quantidade de movimento angular em relagdo ao polo A;

e) Formular a expressdao do momento de todas as forcas externas e determinar as reagoes (dindmicas+estaticas)
dos mancais sobre a peca.

—_ e~~~ —~

RESOLUCAO DETALHADA

a) Determinar a posi¢ao do centro de massa

A posicao do centro de massa do conjunto, ou seja,

(G - A) == xG?‘l‘ ij+ ZGk
é calculada compondo-se os centros de massa do disco A, do eixo, da barra vertical, da barra horizontal e do anel

B, nesta ordem

Sendo M =12m a massa do conjunto, tem-se:

m%+2mL 5

2 " _2
X6 12m 24

Ye =0

4m-0+3m%+m-L+2m-L+2m-3L 27
%= 12m ~ 24

Logo, resulta:

G—<5L027L) 0,5
“\247 724 (0,5)
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b) Calcular a matriz de inércia do conjunto em relagdo ao polo 4

Os momentos de inércia relativos aos eixos Ax, Ay e Az sao dados, respectivamente, por:
4m - R? N 3m - (3L)?

, 2m - R? X , 92
Jax I > +m- L%+ +|— +2m- (3L) =m<2R +?L)
_4m-R2+3m-(3L)2 m-LZ_I_ <L>2+L2 N N 2m-R2+2 312
Jay=— 3 12 T"M\2 2 m
2 97 2
=>]Ay=m<2R +?L)
4m - R? m - L2 5 5 5
Jaz = 5 +0+ o+ + 2mR? = m(4R? + 31?)

Os produtos de inércia relativos aos eixos Ax, Ay e Az, sdo:

L 5ml?
Jaxz=0+0+m—-L+ +0=

2 2
]Axy=0
]Ayz=0

Logo, a matriz de inércia do conjunto, relativamente ao polo 4, é:

[ 92 512
(2R2 + —L2> 0 -—
]Ax _]Axy _]sz 3 97 2
UA] = _]Axy ]Ay _]Ayz =m: 0 <2R2 + —LZ) 0 (0,5)
—Jaxz _]Ayz Jaz 512 3
- 0 (4R? +312)|

c) Diagrama de corpo livre

Na figura ao lado desenha-se o diagrama de corpo livre para o
instante t genérico em que o eixo Ax forma um angulo 8 com a
vertical.

(0.,5)
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d) Aceleragdo do centro de massa

E obtida a partir da férmula de campo de aceleragdes, tomando-se o polo A fixo (d, = 0), lembrando que a
velocidade angular @ = wk é constante (logo, w = 0) e que (G — A) = (5L/24,0,27L/24).

Assim, tem-se:
G = dg + Ok A (G — A) + wk A EA(SL*+27LE)
e = ay + wk A ( )+ w [w a2kt 5, ]

Sdg = —w?=—T1 (0,5)

A quantidade de movimento angular H4 em relagdo ao polo A é:

ﬁA: Uallw} = |~Jaxy Jay —Jayz| {0
—Jaxz _]Ayz Jaz w

]Ax _]Axy _]sz {O}

i 92 5
<2R2 +—L2) 0 iy 5

3 2

- 97 0 5 S >
>H,=m 0 <2R2 + ?LZ) 0 40 = —Emszl + m(4R? + 3L wk (0,5)
w
5
—ELZ 0 (4R? + 3L%)

e) Formular a expressao do momento de todas as forgas externas e determinar as reag¢des (dindmicas +
estaticas) dos mancais sobre a peca

Aplicando-se o Teorema da Resultante obtém-se:

5L
—mw? - = A, (t) + B, (t) — 12mg cos 6(t)

0 = A,(t) + By(t) + 12mg sin6(t) €Y
0= Az(t)
0,5)

Aplicando-se o Teorema da Quantidade de Movimento Angular, com polo em A, tem-se:

My = (G —A)A12miy + [J4] - [0] + @ A{[Ja] - [0]} (2)
Comow=0ed, = 0, resulta:

— - 5 N g 5 -

M, = wk A {—EmLza)L +m(4R? + 3L2)a)k} = —EmLZwZJ (3)

O momento das forgas externas no polo A é:
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My=M®#)+(A—-A) AR + (B —A) ARz + (G —A) A[—12mg(cos 6T — sin6 )]

. - - - 5 27 >
= My = M()k + 0 + 3Lk A (Bl + ByJ) — (ﬁ?+ﬁk)L/\ 12mg(cos @7 —sin67)
= 7 - - 5 . ' 27 > 27 . =
= My = M(t)k + 3LB,j — 3LBy1 +mg§Lsm9k —mg7Lc0591 —mg7Lsm91

— 27 27 5 -
>M, = [—3By(t) —mg 75in9 (t)] LT+ [SBx(t) —mg —-cos 6 (t)] L+ [M(t) - ngL sin 6(t) k]
(4)
Das equacdes (3) e (4), resulta:
5 R 27 R 27 . 5 S
—Emszzj = [—3By(t) —mg—-sin 0 (t)] LT+ [SBx(t) —mg—-cos ] (t)] L]+ [M(t) - mgzL sin6(t) k]
Decompondo-se a equacao vetorial acima em suas componentes escalares, obtém-se:
27
(—SBy(t) —mg 75in9 =0
27 5
3B,(t) — mg —-cos 0(t) = —Emsz2 ()

5
M(t) —mgzL sin@(t) =0

(0,5)

Resolvendo-se o sistema de equacdes (1) + (5), chega-se, finalmente, as expressdes temporais das componentes
das forgas aplicadas pelos mancais A e B e do torque Mk fornecido a pega, compativeis com o movimento descrito:

5 5 27
B, (t) = _Eme +m97cosﬂ ()

27
By, (t) = —mg—-sin o(t)

5 3
A (t) = —§mLa)2 —5mg cos o(t)
45
Ay(t) = —mg sin 6(t)
A, (t)=0
5
M(t) = ngL sin 6 (t)

Como 6 = w é um dado do problema, este fica completamente resolvido se se conhecer 8 no instante t = 0.
Supondo-se, por exemplo, que 8(0) = 0, as expressdes de fT(t), §(t) e M(t) se tranformam em:
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5 , 3
A (t) = —§me — 5 mg cos wt

A, (t) = 15 in wt
y() = - mgsinw
A,t)=0
5 ) 27
B, (t) = _Eme +7mg cos wt

27
B, (t) = —mg—-sin wt

5
M(t) = ngL sin wt

Dessa forma, no instante da partida (t = 0,60 = 0), as reacgdes aplicadas pelos mancais e o torque fornecido a
peca, sao:

E importante destacar que, para que a peca gire em torno do eixo Az com velocidade angular constante w(t) = w,
duas condi¢Oes devem ser satisfeitas:

1. Os mancais devem ser isentos de atrito.
2. A peca deve estar sujeita a um torque variavel no tempo, dado por:

— 5 -
M(t) = ngL sinwtk

Note-se, finalmente, que a imposi¢do da condi¢do inicial w(0) = w, correponde a aplicagdo de um torque
percussivo no eixo Az da pega, torque esse capaz de promover a abrupta variagdo de sua velocidade angular,
inicialmente nula.

De acordo com o Teorema do Momento dos Impulsos, esse torque percussivo é dado por:

My, = Jazw = m(4R? + 3L w
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22 Questdo (2,0 pontos). Considerando o sistema apresentado na questdo 1 e adotando o referencial Axyz
solidario ao corpo, determinar as posi¢des e os valores de duas massas m: e m; instaladas nas periferias do disco A
e do anel B, suficientes para balancear o conjunto. Admita conhecidos as coordenadas x;, y; do centro de massa
da pega bem como os seus produtos de inércia Jaxz, Jayz-

RESOLUGCAO
Para o balanceamento, é necessario que:

1. o centro de massa se localize no eixo de rotagdo, ou seja, (x5, V¢, z;) = (0,0, 0);
2. o eixo de rotagdo seja um eixo principal de inércia, isto é, Jy,, = 0,];13,2 = 0.

O balanceamento é realizado acrescentando-se duas massas compensadoras m; e m; fixadas nas periferias do
disco e do anel (portanto, a distancia R do eixo). As equacdes abaixo descrevem essas restricoes:

mxg +myx; +myx, =0
my.+myy, + myy, =0
Jayy T X121 + MoX225 =0
]Ayz +myy,z1 +myy,z; =0

(1,0)

Como o centro de massa localiza-se no semi-espaco x > 0, uma possivel solucdo consiste em instalar ambas as
massas em posicoes das periferias do disco e do anel situadas no semi-espaco x < 0, a distancia maxima do eixo
de rotagdo, ou seja, em x; = x, = —R.

Note-se que, procedendo-se dessa forma, ndo se introduzem assimetrias no plano Axy, uma vez que, sendo y; =
y, = 0, a segunda e a quarta equacgdo do sistema de equagdes acima se transformam em identidades.

Feitas essas consideragdes, as massas m; e m, serdo localizadas, respectivamente, nos pontos:

P(-R 0 0)
e
P,(—R 0 3L)

Tomando-se e primeira e a terceira equacgbes do sistema anterior de 4 equagdes algébricas, e procedendo-se as
substituicGes

Xg = 25_4_L x; =—R X, = —R Jaxz = ;mLz z1=0 zy = 3L

obtém-se:

12m%L +my(—R)+m,(—R) =0

;mL2 +my(—=R)-0+m,(—R)-3L =0

Resolvendo-se o sistema de duas equag¢des a duas incégnitas acima, chega-se, finalmente, a:

my oL m, =§£m (1,0)

~37 6R
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32 Questao (1,0 ponto). Uma
barra homogénea AC de massa
m esta inicialmente em
equilibrio estatico sustentada
B por uma articulagdoideal e em
por uma mola linear ideal de
constante elastica k. Em
determinado  instante, um
impulso de médulo  |I] é
aplicado em C. Para o evento

indicado, faca o diagrama de impulsos da barra.

O diagrama de impulsos solicitado é apresentado na figura abaixo.

s If l g
— >
4 l G B em
.I [e) ‘C A
: |
| | )
' | | 7
: | | I
! | |
< >ie >l—
! 121 I 6l ! 61 |
RESOLUCAO
C
B in 2 (1, 0)

E importante salientar que, pelo fato de a forca exercida pela mola sobre a barra ter magnitude limitada (F; =
ky), a percussdo originaria dessa forga é nula, ou seja:

ti+At

Py = Al%r_)no f ky(t)dt =0

t1
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42 Questao (3,5 pontos). O cone macico e
homogéneo ilustrado na figura (vistas lateral
e topo), de massa m, raio r e altura h, gira
com velocidade angular w, (conhecida e de
maodulo constante) em torno de seu eixo de
simetria Oz, ao mesmo tempo em que este
gira em torno do eixo vertical 0Z com
velocidade angular w, (de mddulo
constante, mas desconhecida). Sabendo-se
gue O é uma articulacao fixa e que o angulo
6 entre os eixos 0z e OZ se mantém
constante durante todo o movimento, pede-
se:

(a) Escrever a expressdo do vetor rotacdo
absoluta do corpo no sistema de eixos
Oxyz.

(b) Escrever a expressdo da matriz de
inércia do corpo em relacdo ao polo O,
admitindo conhecidos: a posicdo do
centro de massa G(0,0,3h/4) e os
momentos de inércia em relacdo aos
eixos Gxyz, paralelos a Oxyz.

(c) Escrever a expressdo da velocidade
angular w, compativel com o 4 |
movimento descrito em funcdo dos
demais dados do problema.

Vista Lateral

3
20
impossivel o movimento acima descrito, independentemente dos valores de w, e 6.

. N 3 3 , N
d) Utilizando as expressdes =—mr’+-=—mh?e = = mr?, determinar a relacdo entre r e h que torna
Gy 80 Gz~ 19

RESOLUCAO

(a) Expressdo do vetor rotagdo absoluta do corpo.
B = w K+ w7 = a)a[(l_() )+ (I_() . I_{))E] + w ok = wga[sin@7] + cos O E] + w k

“B=wsind] + (wg cos O + w,)k (0,5)



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Av. Prof. Mello Moraes, 2231, CEP 05508-030, S3o Paulo, SP
Tel. 55-11 30915337

Departamento de Engenharia Mecanica

(b) Expressdo da matriz de inércia do corpo no polo O

2

3
Jox +m (Z h) 0 0
Vol = 3 \2 (0,5)
0 Joy +m (Z h) 0
0 0 Jez

(c) Expressdo da velocidade angular w, compativel com o movimento de precessdo estacionaria regular

Para determinar a expressao dessa velocidade angular, aplicaremos o Teorema do Momento da Quantidade de
Movimento, utilizando o sistema de eixos Oxyz como referencial mével.

O momento da quantidade de movimento em O é expresso como:

Jox O 0 0 0
Hy =gl [w]l=]10 Joy O [ W, Sin @ = Joywq sinf (0,5)
0 0 ]OZ W, COS 0+ Wy IOZ(wa cos @ + w?")

Utilizando-se o sistema de eixos Oxyz como referencial mével, o Teorema do Momento da Quantidade de
Movimento se expressa como:

_ dH,

_ dH,
°7 dt -

dt +5a/\ﬁ0=6+5a/\ﬁo=aa/\ﬁo

Oxyz

0XYZ

O momento das forgas externas resultante em O é:
— = 3 g . - 7 3 : =4
My = (G—0) A(—-mgK) = th A[-mg(sin + cos0 k)| = nghsmel (0,5)

O momento dindmico é:

dH — — —
-2 =y ANHp = wg[sinO7 + cos O k| A[Joyw, sinO ] + Jo,(wg cos 6 + w,)k|
dt
0XYZ
dHO . 2 - -
o—_— = [(oz — Joy) sin @ cos 6 w3 + Jo, sin 6 wyw, | (0,5)
dt 0XYZ

Dessa forma, tem-se:
(]OZ _]Oy) sin @ cos 8 w? + ], sin 8 wyw, = ngh sin 8

ou seja:

Josor + \[Jézwf + 3mgh(Jos — Joy) cos 8
2(Joz — Joy) cos 6

Wy = (0,5)
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(d) Relagdo entre 1 e h que torna impossivel o movimento descrito, independentemente dos valores de w,. e
7]

Considerando-se as expressdes de J,, e /¢, fornecidas no enunciado do problema, os momentos de inércia /o, e
Joy ficam expressos como:

3 2
]Oz :]Gz = Emr

e
3y 3 3 9 3 3
]0y=]Gy+m<Zh) =50™ +%mh +Emh =50™ +§mh

Substituindo-se essas expressdes na equagdo de 22 grau anterior que fornece os valores de w, compativeis com o
movimento de precessdo estacionaria regular, tem-se:

2
- f—omrzwr + \/(f—omrzwr) + 3mgh (%mrz - %mhz) cos @

‘ 2 (23—0er —%mhz) cos @

De forma imediata, vé-se que, independentemente dos valores de w,- e 8, o problema nao tem solugdo se

1 1
_ 2__h2 =0
200 5
ou seja, se

T 0.5
h (0,5)



