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12 Questao (3,5 pontos). O eixo de comprimento 4L e massa X

, . . o . , . A
2m é apoiado na articulacdo A e no anel B. O sistema é ainda L 7
composto por um cilindro de raio R e massa 3m e por um disco Y B d

de raio 2R e massa 4m respectivamente posicionados a meio - x\}} —_
comprimento e na extremidade B do eixo. Na extremidade A H ?YJR
do eixo é soldada uma haste no formato T. Esta haste é R !
formada por um segmento reto vertical de comprimento L e ® \/

massa m e outro segmento CD alinhado com o eixo y , de
comprimento 2L e massa 2m. O sistema gira em torno do eixo
z com velocidade angular constante ®. Considerando os eixos gﬂ
Axyz solidarios ao corpo, pede-se determinar:

3m

(a) a posicdo do centro de massa do conjunto;

(b) os produtos de inércia e o momento de inércia em relacdo ao eixo Az, considerando o eixo e as hastes esbeltos;

(c) osvalores de duas massas concentradas adicionadas m; e m; fixadas na superficie externa do cilindro e do disco
(z2=2L e z;=4L) e no plano y = 0, suficientes para balancear o sistema.

RESOLUCAO

a) aposicdo do centro de massa do conjunto em relacdo Axyz; massa total: M = 12m
xg = (m(L/2) + 2m(L))/12m =~ L; ye =0
7 = (3m(2L) + 2m(2L) + 4m(4L))/12m = %L = G =(5L/24,0,13L/6)  (0,5)

b) os produtos de inércia em relacdo Axyz sdo:
]sz =0 ; ]Axy =0 ; ]Ayz =0 (110)

Momento de inércia em relacdo ao eixo Az, considerando os eixos esbeltos:

2 2 2
= MMCR | M 4 mI?/3 + (2m(21)2/12 + 2mI?) =], = m(2- + 317) (0,5)

Jz

c) os valores de duas massas concentradas adicionadas mi e m; fixadas na superficie externa do cilindro
e do disco (z1 = 2L e z2 = 4L) e no plano y = 0 suficientes para balancear o sistema.

Posigdes das massas: m: (—R, 0, 2L); m2 (2R, 0, 4L);

Tae=Jdma+m (-R)2L) +m2 2R)AL) =0 —  m, = 4m, (0,5)
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M XG + my (=R) + m2 (2R) = 0 N 12m-Z—4m,-R+m;-2R=0 —
5

m,==m em (2R,0,4L). (05) e my=>m em (-R0,2L). (05
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22 Questdo (4,5 pontos). A peca ABCD,
composta por duas barras delgadas
homogéneas AB e CD de comprimentos a e
massas m, gira com velocidade angular w51,
(w, constante), em torno do eixo Gx do suporte
em forma de garfo, QNOG, articulado em Q e
vinculado a um anel N. Tendo massa
desprezivel, esse suporte gira com velocidade
angular wq K (w1 constante) em torno do eixo
vertical fixo OZ. O sistema de eixos QXY Z é fixo
no espaco, o sistema de eixos Gxyz é ligado
ao suporte QNOG e o sistema de eixos Gx1Y12;

é ligado a peca ABCD. As bases 7]7( , ?fE e
1.1k, sdo associadas, respectivamente, aos
eixos QXYZ , Gxyz e Gx1y,Z, .

(a) A matriz de inércia da pega ABCD, referente ao polo G, descrita no sistema de eixos Gx;Yy1Z;.
(b) Explicar por que se pode adotar como referencial mével o sistema Gxyz, apesar de este ndo estar ligado a peca

ABCD.
(
(
(e) O diagrama de corpo livre da pega ABCD.
(
(
(

do eixo vertical QZ ? Justifique sua resposta.

Item a

f) AsreacOes aplicadas pelo suporte a peca ABCD.
g) O binario aplicado pelo suporte a pegca ABCD.
h) Seria possivel remover o anel N de forma tal a que o sistema realizasse precessdo estacionaria regular em torno

RESOLUCAO

c) O vetor rotagdo absoluta da peca ABCD descrito no sistema de eixos Gxyz.
d) A quantidade de movimento angular da pega ABCD, referente ao polo G, descrita no sistema de eixos Gxyz.

Os momentos de inércia das barras AB e CD sao calculados a seguir:
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2
AB _ ma
AB __
Jey =0
2
AB _ ma
Gz — 12
ma?
CD _
ma?
]CD —
712
CD _
Gz — 0

Notando que os eixos Gx4y,z,da peca ABCD sdo eixos principais de inércia, a sua matriz de inércia, referente ao
polo G e descrita em Gx,y,2, é dada por:

[ma
AB CD 6 0 0
UG] = 0 ]&4311? +]g)D/ 0 = 0 7 0
0 0 & +Jéz ma?
0 0 —_
12 -

(0,5 ponto)

Itemb

Calculando-se o momento de inércia da peca em relagdo ao eixo Gx, por exemplo, tem-se:

2
ma
— 0 0 0
0 0 ma® 5
’ — ma
Jox1 =0 cos® —sinfl| 0 Z= o || cos6 |=[0 cos® —singl| 12 cosf | _ma
2 .
0 0 ma —Tsme
12

Vé-se, portanto, que o momento de inércia do corpo em relagdo a qualquer eixo passante por G e contido no plano
2
ma . . 7. . 7 . , ~
Gyz tem o mesmo valor —, 7 Ouseja, o elipséide de inércia do corpo é de revolugdo. Portanto, para um observador

situado no referencial Gxyz ligado ao suporte, a matriz de inércia do corpo ABCD mantém-se invariante ao longo
do movimento, condi¢do que possibilita adotar como referencial mével, na equacdo do Teorema da Quantidade de
Movimento Angular, o sistema de eixos Gxyz ligado ao suporte QNOG.

(0,5 ponto)
Itemc
O vetor rotacdo da peca ABCD, descrito no referencial Gxyz é dado por:
@ = wik + w,l

(0,5 ponto)
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Itemd

A quantidade de movimento angular da peca ABCD, referente ao polo G, é:

[ma 0 0 ]
. ° ma? “21 a2 a?
H, = . = _— 10| =—w, i+ —wik
¢ =gl [w] 0 12 0 o, 6 Wyl 12 wq

0 0 ma?

i 12 |

(0,5 ponto)
Iteme

O diagrama de corpo livre da peca ABCD é apresentado na figura a seguir.

(0,5 ponto)

Item f

Aplicando-se o Teorema da Resultante, tem-se:
X+ Y] + Zok — 2mgk = 2ma

A aceleracdo de G é dada por:

de = wik A [wlz ALJ] = —wil]

Assim, tem-se:

X+ Y] + Zok — 2mgk = —2mw?Lj
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Ou seja:
Xe=0 Y, =-2mLw? Z;=2mg

(0,5 ponto)

Itemg
Aplicando-se o Teorema da Quantidade de Movimento Angular, tem-se:

Mg = gl - [0] + @Barr Al - [0]}

Notando que, em rela¢do ao referencial Gxyz @ é invariante, de modo que

d _)_6
ac’ =
tem-se
rma?
f? 0 0
= w kA ma? a())z | WA ma?® ﬁ_l_maz 7 _ ma? R
G = W 0 EVE 0 o, = wq 6 w7l 12 Wik | = 6 w1wW3J
0 0 ma?
12 A J
(0,5 ponto)
Item h

O diagrama de corpo livre da peca MNOG é apresentado na figura a seguir:
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2mg

RMx RMZ

(0,5 ponto)

Aplicando-se o Teorema da Quantidade de Movimento Angular a peca MNOG,relativamente ao polo M , tem-se:

L, Lo > .  ma’ . o
<L] + Ek) A (—2mgk + 2mw?L]) — 5 ©102] = 0
Desenvolvendo-se, resulta

2
S L, ma R
—2mgLt — mw3L*T — 102 = 0

A equacao vetorial anterior nos mostra que, na auséncia do anel N é impossivel contrabalangar o momento devido
ao peso da pega ABCD com o bindrio giroscépico, uma vez que eles sdo ortogonais entre si.

(0,5 ponto)
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32 Questao (2,0 pontos).

(a) Considere um corpo rigido e dois sistemas cartesianos (0xyz) e (0x'y'z"). Seja [B] a matriz de mudanga de
base que leva o primeiro ao segundo sistema. Sejam [/, ] e []'0] as matrizes de inércia do corpo calculadas nos
dois sistemas. Qual é a expressdao matematica que relaciona as duas matrizes de inércia? Comente sua resposta.

(b) Esta correta a assertiva: “o balanceamento completo de um rotor se resume a fazer do eixo de rotagdo um
eixo central de inércia”? Justifique sua resposta.

(c) Pode-se mostrar (Pesce, CP, Dindmica dos Corpos Rigidos, cap. 6.5.2) que o movimento de um pido ideal é regido
por uma Unica equacao diferencial ordindria de segunda ordem, ndo-linear, que governa o angulo de nutacéo,
H(t)' Ié + (a—=pB cos 8)(f—acos )

Isen36

—mgzgsend = 0

onde a = I¢ sen?6 +] cos B (Y + ¢ cos 6)
B =]+ ¢cosh)

sdo dois invariantes do movimento.

Pergunta-se: o que, fisicamente, representam estes dois invariantes?

RESOLUCAO
Itema

A relagdo entre as matrizes de inércia descritas nos sistemas Oxyz e Ox'y'z' é dada por

/o] = [B]- [ol - [B]"

onde
bi1 b1z bis
[B] = b21 bzz b23
b3y b3, bss

é a matriz de mudanca de base entre os sistemas Oxyz e 0x'y'z' e b;; representa o cosseno do angulo formado
entre o i-ésimo eixo do sistema Ox'y'z’ e o j-ésimo eixo do sistema Oxyz.

E importante salientar que o tensor de inércia do corpo, representado geometricamente pelo seu elipsoide de
inércia, é invariante a transformacdes de base (basta notar que esse elipsoide estd rigidamente ligado ao corpo),
mas a matriz de inércia referida a um dado polo O pertencente ao corpo ou a sua extensdo material, embora
preserve 3 invariantes (trago, soma dos menores de ordem 2 e determinante), apresenta distintas representacdes
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para distintos sistemas de eixos com centro em O . Na representacao candnica, em que o sistema de eixos coincide
com os eixos principais de inércia do corpo, a matriz de inércia assume a forma diagonal.

(1,0 ponto)
Itemb

A assertiva: “o balanceamento completo de um rotor se resume a fazer do eixo de rotacdo um eixo central de
inércia” esta correta.

O balanceamento envolve duas premissas:
(a) o centro de massa pertencer ao eixo de rotacdo, o denominado "balanceamento estatico";
(b) o eixo de rotagdo ser um eixo principal de inércia, o denominado "balanceamento dinamico".

As premissas (a) e (b) definem um “eixo central de inércia".

(0,5 ponto)

Itemc

Os invariantes @ e [ que comparecem na equagdo diferencial que governa o movimento de nutagao do pido
simétrico correspondem, respectivamente, a projecdo da quantidade de movimento angular do corpo na direcdo
vertical e a projecdo da quantidade de movimento angular do corpo na direcdo do eixo giroscépico, ou seja:

1
! le

[l
=R

Q

a
B
(0,5 ponto)



