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Questao 1 (3,5 pontos). O corpo rigido wunico da figura ao lado é
formado pelos seguintes componentes soldados entre si: um eixo AB de
comprimento 2a, duas hastes, OC e CG, ambas de comprimento a e um
disco homogéneo de raio a. O eixo e as hastes possuem massa desprezivel,
ao passo que o disco possui massa m. O corpo rigido é sustentado por
uma articulagdo em A e por um mancal (anel) em B, ambos ideais, e
gira com velocidade angular constante & = wk em torno do eixo AB.
Utilizando o sistema de coordenadas Oxyz solidario ao corpo (versores

-,

7,7, k) pedem-se, em fungao dos parametros a,m, g e w:

a) a matriz de inércia Jo com respeito ao sistema Ozyz;

b) o vetor momento da quantidade de movimento (quantidade de movi-
mento angular) Ho;

¢) o diagrama de corpo livre do corpo rigido;

d) as reagoes vinculares em A e em B.

Questao 2 (3,5 pontos). A esfera homogénea de
massa m, raio 7/2 e centro de massa G gira em re-
lacdo & haste OG, de massa desprezivel, com veloci-
dade angular de modulo constante o). O sistema tri-
ortogonal de referéncia Ozyz (versores 7, J, E) é so-
lidario & haste OG e possui velocidade angular cons-

tante gg = (bl? , onde K é o versor da direcao OZ, fixa
em relacdo a um referencial inercial. Sabe-se, tam-
bém, que 0 é constante e que 0 < 6 < w/2. Todo o
conjunto é sustentado pela articulagao esférica ideal
em O. Sao dadas as dimensées OG = r e a ma-
triz de inércia com respeito a Oxyz, diagonal, com
Joz = 11mr?/10 , Jo, = 11mr?/10 , Jo, = mr?/10.
Determine, utilizando o sistema Oxyz :

a) a velocidade angular instantanea absoluta da esfera,
b) a quantidade de movimento angular com respeito ao
polo O;

c¢) o binario giroscopico atuante na esfera;

d) a relagao entre w e qS para que o movimento conforme descrito ocorra. Como é denominado tal movimento?
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Questao 3 (3,0 pontos). Na figura ao lado é ilustrado o sistema anali-
sado na primeira parte do EMSC 2019. No quadro abaixo dela é mostrada
a equacao de movimento deste sistema.

a) Escreva a expressao do periodo de oscilagoes T1, do sistema linearizado
em torno da configuragao estavel de equilibrio.

Para cada um dos itens seguintes, pede-se uma andlise, em um pard-
grafo, & luz dos conceitos da Mecéanica. Se achar necessério, o aluno pode
esbocar graficos para ilustrar sua resposta.

b) Os periodos observados nas simulagoes sao superiores ou inferiores a 71,7
A medida que se escolhem condicdes iniciais para as quais o erro cometido
na aproximagcao pelo sistema linearizado aumenta, o que se observa na
resposta dindmica obtida? Qual o efeito da variacado do parametro e no
periodo de oscilagbes?

c¢) Dentre os cenarios de simulagao analisados, observa-se que, em alguns,
a trajetoria no espago de fase (0 em funcao de ) é uma curva fechada, em
outros, uma curva aberta. Qual o significado fisico desta diferenca?

9‘:

 2esenf(g + R6?)

3R2 —4Recosf

Questao 4 (bonus: 1,0 ponto). No método de Euler, utilizam-se 2 sistemas de referéncia: um fixo no

espago e outro fixo no corpo. Responda entao:

a) em qual dos sistemas o vetor momento da quantidade de movimento do corpo é descrito;

b) justifique a resposta do item anterior.
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Resolugao da Questao 1 (3,5 pontos)

a) Para obter a matriz de inércia pedida, vamos utilizar o

Teorema dos Eixos Paralelos de modo a obter os momentos e S~ /
produtos de inércia do disco (tinico corpo com massa nao despre- Ys XB
zivel) com respeito ao polo O. Tem-se:

(G-=0)=a(-7+17]) ?O

ng:ma2/4, JGy:ma2/2 e JGZ:ma2/4

mjg + ma m.a.qa 0 YA
Jo = m.a.a mTaQ + ma? 0 (0,5) T ZA
0 0 ma® 4 9ma?

b) Como & = wk,

c) O DCL esta representado na figura ao lado. (0,5)
d) O referencial nao inercial é solidario ao corpo rigido e & é constante. Assim:

Ho=10
Pelo TQMA, ﬁo = ngt Calcula-se ngt:
Mg = (B—O) A (Xpi+ Y] + (A— O) A (X AT+ YaJ+ Zak) + (G — O) A (—mgk)
Mg = ak N (XpT+ YB]) + (—ak) A (XAT+ YaT+ Zak) + a(—=7+ J) A (—mgk)

Entao,

Mg = (=Yg + Y4 —mg)ai+ (Xp — Xa —mg)aj= ﬁo =0,
o que resulta no sistema de equacoes:
{Z:—YB—FYA—mg:O (1)
J: Xp—Xa—mg=0 (1,0

As 3 equagdes restantes sdo decorrentes da aplicagdo do Teorema da Resultante.

mic = XpT+ YT+ XaT+ YaT+ Zak — mgk

g =0do+BN(G-0)+BANGBA(G—-0)]=a’@—7 (0,5)
Assim:

cmaw? = X4+ Xp
—maw? =Y4 4+ Yp (2)
1 ZA=mg

TS S
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A solugao desses dois sistemas de equagoes fornece (0,5):

2 2

2
2 2
XB:m<aw2+g> Yy = —m <aw2+g>

Resolugao da Questao 2 (3,5 pontos)

a) Designando por O esse vetor, tem-se:
Q = ¢K + 1k = ¢(— sen 07 + cos Ok) + vk
Q= —dsen b7+ (1) + ¢ cos H)E (0,5)

b)
% 0 0 —¢psend
Ho=[7k | 0 m= o || 0 (0,5)
0 0 | \¢+gpcosd

11mr? =Je mr?

Denominando =5 15~ = I, temos

Ho = —Jdsen 07+ I(¢ + deosO)k  (0,5)

c) Para se obter o binério giroscopico, utiliza-se 0 TQMA com respeito a um polo pertencente ao corpo rigido
ou a uma extensao sem massa desse corpo. Esse tltimo é o caso do polo O, que é fixo. Assim,

d

I;TO = pn (—Jgﬁsen@i’—l— I(¢+¢BCOSQ)E) — MO

O binario giroscopico ativo corresponde ao termo do lado direito da equagao acima:
Mo = (G — O) A (—mgK)

Mo =1k A (—mg(— sen 7+ cos 0 E))

Mo = mgr senf 7 (0.5)

d) Em sendo o sistema de referéncia ligado a haste, o corpo simétrico em relagao a este sistema e as condigoes
do enunciado, a tinica variagao observada é na orientagao dos versores desta base, cuja velocidade angular absoluta
instantanea é @ = ¢ K = —¢sen 07+ ¢ cos fk. Portanto,

ﬁO:—Jésen9f+I(¢+¢cosﬁ)g
ﬁo:—JqﬁsenGQ/\T—FI(l/}—Fd)cosG)cﬁ/\E

ﬁo = ¢send I(Y + pcosh)]— J¢?sen cosf
ﬁo = [(I— J)$? sen 0 cos&+[¢q§sen9] 7 (0,5)
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Entao, pelo TQMA,
[(I — J)gf)2 senf cos + Ipdsend| 7= mgr senf 7 (0,5)
Lembrando que 0 < 6 < /2, a ultima equagao pode ser simplificada e reescrita como:
(I —J)cosO ¢* + Ipp —mgr =0. (0,5)

A equagao quadratica em ¢ acima pode ser resolvida para fornecer a condi¢ao pedida:

: 1
=3

m (-I?/JZ‘: \/1271')2 +4(I— J) COSH mgT‘)

Para que a solugao pertenga ao conjunto dos niimeros reais é necesséario que:

I%% 4+ 4(I — J) cos @ mgr >0

. —4mgr(I — J) cos 6
2
g2 > -
Substituindo as expressoes de I e J tem-se:
—4mg7’(m7"2 — Limr? ) cos 6
2
w > 10m2r4 10
100
. —4mgr(—mr?) cos 6
VP> o
100
b > 20 gcosf

r

Finalmente, a condigao descrita denomina-se precessao estacionaria.

Resolugao da Questao 3 (3,0 pontos)

a) (1,0) Defina-se:

_ 2esenf(g + Rw?)
3R? — 4Recosf

f(0,w) =
Neste caso, a equagao de movimento do sistema é dada por:

- - 2esen 0(g + R6?)
6=106,0)=- 3R2 — 4Recosf

Assim, as configuragoes de equilibrio do sistema correspondem aos valores de 6 para os quais f(6,0) = 0, ou seja:

2esen fg

1(0,0) = " 3R2— 4Recosf

Portanto, os estados de equilibrio do sistema sao dados por: 6 = km, =0 para k € Z.
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A linearizacao das equacgoes de movimento pode ser realizada a partir da aplicacdo do Teorema de Taylor:

; af af

— ZJ ZJ ] 2
0 = f(km,0)+ 90 |0 = kr Al + 90 lo = b AO + O(A*)
w=0 w=0
. 2e cos 0 (g + Rw2) 8e? sen? 4 (g + Rw2) 4ew sin 0 .
0 — A+ |————— AD + O(A?
R(3R — 4ecos0) * R(3R —4ecos0)? | g kn * [ 3R—4ecos@}9—kw +0(AY)
w=0 w=0
7 2¢(—1)*g 2
0=— Af+ O(A
RGR—de(—1n) 20 704
Observe que, apenas para valores pares do inteiro k, ou seja, para 8§ = 2kw = 0, esta equacao linearizada

corresponde a um oscilador estavel. Neste caso, a equagao linearizada pedida é:

2eg

b= " R(3R — 4e)

0

Por analogia, esta equacao corresponde a equacao linearizada de um péndulo de comprimento equivalente:

R<31"3—46>_R<33_2)

eeq - 2e 2e

Assim, o periodo de oscilagbes 11, do sistema linearizado em torno da configuracao estavel de equilibrio é
dado por:

Observagoes:

e Caso fosse previamente notado que os tnicos estados estaveis de equilibrio do sistema sao 6 = 2km = 0,
0 = 0 para k € Z, seria possivel obter a forma linearizada da equagao de movimento do sistema por meio
da aproximacao cosf ~ 1, sen ~ 6, 6% ~ 0, valida na vizinhanca dos referidos estados:

i~ 2esen 0(g + R6?) N 2eg 0
T | 3R2—4Recosf |cosf~1 T R(3R — 4e)
senf =~ 0
62~0

e Para que foq > 0 & necessario que e < 3R/4; isto, todavia, ndo representa uma restricdo a aplicacao do
modelo, uma vez que os valores fisicamente possiveis para o pardmetro de excentricidade e satisfazem a
relagdo 0 < e < 2R/3 (com e — 2R/3 a medida que o angulo central do setor circular tende a zero).
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b) (1,5) Os periodos T observados nas simulagbes numéricas, realizadas com as equagdes de movimento
nao-lineares, sao maiores do que os correspondentes periodos T3, de oscilacoes do sistema linearizado. A medida
que as trajetérias no plano de fase, univocamente definidas pelas condic¢bes iniciais escolhidas, se afastam do
ponto de equilibrio estavel (6, 9) = (0,0), maior o erro cometido na aproximagao das séries temporais de 6 e 0
como respostas de um sistema linearizado (ou seja, aproximac¢ao como combinagdes lineares de sen(2nt/T1,) e
cos(2nt/T1,)). Em particular, para os casos em que a resposta dindmica do sistema apresenta comportamento
oscilatorio, quanto maior este afastamento, maior o periodo de oscilagoes T observado e, consequentemente,
maior a diferenca T'— T1,. Ainda, observa-se nas simulagoes que quanto maior o valor do parametro e, menor o
periodo T de oscilagoes. Note que este mesmo comportamento em funcdo de e também pode ser previsto para
o periodo de oscilagoes do sistema linearizado 11, a partir da expressao apresentada no item anterior, uma vez
que, quanto maior e, menor o comprimento de péndulo equivalente fq.

c) (0,5) Observa-se que, em todos os cenérios que apresentam resposta oscilatoria, as trajetorias no espago
de fase correspondem a curvas fechadas, o que se deve ao fato de o sistema ser conservativo. No cendrio 1.5,
a trajetéria correspondente no espaco de fase é uma curva aberta, o que indica que, para o valor da energia
mecanica disponivel, o anel externo é capaz de dar voltas completas, apresentando uma resposta nao-oscilatoria.

As respostas dos itens (b) e (c¢) sdo ilustradas com os graficos a seguir, que correspondem as respostas esperadas
para os cenarios de simulagdo propostos na primeira parte do EMSC 2019.
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Resolugao da Questao 4 (bonus)(1,0 ponto)

a) (0,5): no método de Euler, o vetor momento da quantidade de movimento é descrito utilizando o sistema
fixo no corpo;
b) (0,5): em se procedendo da maneira descrita acima, quando da diferenciagao em relagao ao tempo do vetor

momento da quantidade de movimento (H ), pode-se considerar invariavel a distribui¢ao de massa (representada
pela matriz de inércia) do corpo com respeito ao sistema de referéncia a ele solidario.

Especificamente, suponhamos que o momento da quantidade de movimento de um corpo rigido qualquer
tenha sido obtido com respeito a um polo O, por simplicidade, admitido fixo (caso do ponto de apoio de um
pido, por exemplo) ou coincidente com o seu centro de massa. Seja um sistema de referéncia Oxyz que possui
velocidade angular absoluta instantanea & distinta da velocidade angular absoluta instantanea do corpo, @*.
Consideremos, também, um sistema de referéncia OXY Z fixo no espaco. Entao, a variagdo temporal absoluta
do vetor ﬁo,

Ho = [i, J, k| Jo&",

-

onde Jp é a matriz de inércia do corpo com respeito ao polo O e i, j, k s@o os versores da base associada ao
sistema de referéncia movel, é expressa por

Holoxyz = Holowy- + & A Ho

Do ponto de vista de um observador posicionado no sistema de referéncia moével (primeiro termo do lado di-
reito da equagao acima), tanto a distribui¢do de massa com respeito a esse sistema quanto as componentes de

&* (wy,w,,wy) variam com o tempo. Assim:
w wk
= - = ~d(Jo % -2 I R
Holoxyz = [i,],K] (dt ) wi | + [i, 4 klJo | @p | +@ A Ho
* .ok
4 wZ

A diferenciacdo da matriz de inércia em relacdo ao tempo nédo é trivial. Fazendo-se o sistema de referéncia
solidario ao corpo rigido, ou seja, & = &*, o primeiro termo do lado direito da equagao acima se anula, tornando
a expressao mais simples, a saber,

. Wy
Holoxyz =1[i,5,k]Jo | wy | + @A Ho

Wz

Justifica-se, assim, o método.



