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12 Questdo (3,5 pontos). O rotor mostrado na figura y,
ao lado gira em torno do eixo AB com velocidade L - L : L
angular @ = wi, constante. Este eixo est4 apoiado ‘ _ ' l‘g’
nos mancais A e B e possui comprimento 4L e massa : : : Ar
desprezivel. O sistema € composto por dois discos de
pequena espessura idénticos de massa 4m e raio 4r, ¢ [=—
uma barra delgada de comprimento 3r e massa m. O A ,
disco de centro Cz estd montado de forma excéntrica Disco (4m)
tal que C2 localiza-se a uma distancia r/2 do eixo. T Barra (m)
Considerando o sistema de coordenadas Axyz solidario ao rotor e a configuracdo indicada na figura,
determine:

Disco (4m)

gl
$3
"

~—
S\

(&) A posicdo do centro de massa do sistema (1,0 ponto)

Mxg = YXmixg, = (Om)xg=4mL+m3L+4m4l = x;="
Myq = Xmyys, = (9m)y0=4m0—m32—r+4m£ = Y6 =35

Mzg = Y¥mizs, = 2z =0 (simetria)

(b) Os produtos de inércia do sistema em relacdo ao sistema de coordenadas Axyz (0,5 ponto)

omrL __7mrL

+ 8mrL =
2

Jxy = b1y, By, tIp2,, = —

Jxz = Jyz = 0 (simetria)

(c) A localizacdo e os valores das duas massas que devem ser adicionadas na periferia dos discos de
forma a balancear o sistema (2,0 pontos)

Balanceamento Estatico:

ye'=0 = Om)ye +myy; + myy, =0 = ? +myy; +myy, =0 (c1)

7' =0 = (OM)zg+mz; +myz; =0 = Mz +mpz, =0 = {2 z 8 (c2)
Balanceamento Dindmico

Joy' =0 = oyt mxy +mpxy, =0 = 772” +myx;y; + mpxyy, =0 (c3)

Jez =0 = J.,+mx;z; + Myx,z, =0 OK, pois J,, =0, z, =0, z, =0 (c4)
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Vale observar que as massas de balanceamento foram posicionadas no plano xy de forma a manter os valores de z;', /",
I nulos (ver Egs. c2 e c4). Adicionalmente, considerando que as massas devem ser adicionadas na periferia dos discos,

tem-se:
— Vv, =4r ou y; = —4r
{xl_ L or 7r (05)
x2—4L _’)}2:7 ou yzz_7

Logo, as Egs. (c1) e (c3) sdo reescritas, como segue:

myy; + myy, = _? mpy, = —mr
4 _ 7mr mlyl = ﬂ (06)
mpy; +4myy, = 2 2

Como as massas de balanceamento devem ser adicionadas ao conjunto, entdo m; > 0 e m, > 0. Portanto:

m (c7)

_ 7r _2m
{}’2—_? = my=—

y,=4r = m =3

Resumindo, para o balanceamento do conjunto, tem-se:

2m

m1=% M2 =

= X =4L
;1— ‘fr {}’2_ Z )

1~ 2—_?

Z1:0 lZZZO

22 Questéao (3,5 pontos) O disco de massa m e raio R gira em torno

do eixo Gz com velocidade angular w = wk, constante. O sistema
composto pelo disco e a barra OG de comprimento L e massa
desprezivel, é articulado em O podendo girar sem atrito em torno do
eixo Oy, formando o angulo # com o eixo OZ. Nestas condicdes, 0
sistema, incluindo a barra AB de massa desprezivel, gira em torno do

eixo OZ com velocidade angular Q = QK, constante. Sabendo-se que
0 angulo # também permanece constante, e utilizando o sistema de
coordenadas Oxyz, pede-se:

(@) O vetor rotacdo absoluta do disco

Utilizando o sistema de coordenadas Oxyz, definido pelo plano OZz
tem-se:

= @&, =wk+QK,onde K=cos@k +sen&i

= |@,, =Qsen 01 +(w+Qcosd)k (1,0 ponto)
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(b) O diagrama de corpo-livre do sistema composto pelo disco e a barra OG, indicando as forcas e
binérios

Note que Mo, = 0 (0,5 ponto) Mo
Ro

(c) A matriz de inércia do sistema calculada nas coordenadas Oxyz

(0]
A matriz de inércia do sistema composto pelo disco e a barra

OG em relagdo ao sistema de coordenadas Oxyz. Considerando
que a barra OG tem massa desprezivel, considerando o pélo O

e utilizando o teorema de eixos paralelos, obtém-se: Mg
_mRZ ] RG
4 ° ’ I’ 00
mR* ) e G
[]]OZ[I]G"‘[T]G»o: 4 +m 0 L7 0
mR? 0 0 O -Mg mg
0
L 2 AG
R*+4L 0 0
7], = % 0 RP+4L 0 (0,5 ponto)
0 0 2R®

(d) A equacdo do movimento do sistema composto pelo disco e a barra OG

Aplicando o TOMA no disco para o polo O fixo e extensdo ideal do disco, obtém-se a equagao geral do
movimento angular:

p Qsend
@A[H0]+[1]OE 0 |=M,+(G-O)AR +(G-0)Amg (I)
w+Qcosl

Aplicando o TOMA na barra para o pdlo O fixo e considerando que a barra OG tem massa desprezivel
e, portanto, matriz de inércia nula:

%[[me 1,16, 1= My, —M;+(G-O)A(~R;)=0 — M, =M +(G-O)AR, =Mi+M,k (II)

Substituindo (II) em (I) para velocidades angulares constantes, portanto aceleragdes angulares nulas,
compativeis com o movimento de precessdo estacionaria, quando € ¢é constante, obtém-se:
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p p R>+4I 0 0 Qsend
z(ao):z % 0 R*+4L’ 0 0 :M0x17+mgLsen6’]'+MOZI€
1 1
0 0 2R | w+Qcosd

As derivadas dos versores sdo:

i = @, Ai=(Qsendi +Qcos@k)Ai =Qcosb ] ;
j‘:(Qsean+Qcosﬁlg)Aj=Qsen01€—Qcosﬁf;
k

(Qsenfi +Qcos€l€) Ak = —Qsend j
Resultando, em cada dire¢ao:

0=M,,

[QcosO(R> +417 )~ 2R (w+ Qcos 0)|Qsen Om/ 4 = mg Lsen 0
0=M,,

Portanto: Mpx=0 ; Mg,=0 e

[Qcosé’(4L2 —Rz)—ZR2 w]Qsenf =4g Lsend (1,0)
@) disco executa um movimento de precessao estacionaria, 1e., com
[0 = const, ¢=Q = const; y = w=const]|. A barra OG acompanha o disco em seu movimento de rotagio

em torno do eixo OZ.

(e) Determine o angulo 8 em funcdo de @ e £ e demais pardmetros do problema.

A equagdo apresenta trés solugdes:

{9:0
send=0 —

}, correspondente a movimentos puros de rotacdo em torno do eixo Z e

2
2RQu+4gl _,

944E—Rzi‘

(0,5 ponto)

2R’ Qo +4gL
0= cos‘l( 92(42)2 RgZ) j , valida para valores de Q2, o, L e R tais que: —1<




ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Avenida Professor Mello Moraes, n° 2231. cep 05508-900, S&o Paulo, SP.
Telefone: (0xx11) 3091 5337 Fax: (Oxx11) 3813 1886

Departamento de Engenharia Mecanica

O dispositivo da figura é composto por um bloco de
massa M e uma barra de massa m e comprimento L. O
bloco pode deslizar sem atrito ao longo de uma guia
horizontal de secdo quadrada. O bloco é vazado por um
furo de mesma secdo quadrada, de forma a envolver a
guia perfeitamente, como uma luva. A barra, de
distribuicio homogénea de massa, estd articulada ao
bloco em O, podendo girar livremente e sem atrito em
torno do eixo Oy, que é perpendicular ao plano da figura.
O bloco esta ligado as pecas verticais atraves de duas
molas lineares idénticas, de constante K. O conjunto esta

sujeito a acdo do campo gravitacional. A base canbnica (7] k) orienta o sistema cartesiano Oxyz. Pede-se:

(@) Construir os diagramas de corpo-livre do bloco e da barra N

(0,5 ponto) Kx_@Elgn _Kx \Y 0

w . [T

(b) Deduzir as equacgdes de movimento do sistema (bloco e barra),
nas variaveis x e 6, considerando, para tanto, configuracéo e \Y
condicdo cinematica genéricas;

e TMB (Teorema do Movimento do Baricentro) aplicado ao bloco:

Ma, = MXi = —(2Kx+ H)i + (N — Mg -V)k

que leva a
MX + 2Kx = —H

V=N-Mg (1) (0,5 ponto)

e TMB (Teorema do Movimento do Baricentro) aplicado a barra:

Ma, = Hi +(V —mg)k
Como,

ag =X +%(éﬁe —9%7,):(5(‘—%(%050—92 sen@))?+%(§sen9+ 0? cosH)Z

m(k‘—%(écos@—éz sen 9)): H
m%(ésenﬁﬂé?z c0s0)=V —mg @) (0,5 ponto)

De (1a) e (2a) vem:
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(m+M)X—mTLécose+m7Lézsen9+2Kx=O (3)
De (1b) e (2b) vem:
N=(m+M)g+m%(ésen0+0'2cos¢9) 4)

e TOMA (Teorema da Quantidade de Movimento Angular) aplicado a barra, com polo de
momentos de forca em O:

dK,
dt

Como o movimento € plano,

=Mg +(0-G) Ama,

Ko =Jowj & Ko =306

E, como,

2
Jo =m% e Mg =—mg%sen§

segue que:
2
m%é—m?LXcose+me‘sen0=O (5) (0,5 ponto)

As equacoes (3) e (5), abaixo agrupadas, sdo as equacgdes de movimento do sistema:

(m+ M)X—(m?l‘cose)éqtm%‘éz sen@+2Kx =0
, (6) (0,5 ponto)
—{m—Lcoser‘+ mL g+ ML senp =0
2 3 2

(c)Determinar as forcas reativas agindo sobre o bloco nas condi¢Ges do equacionamento, expressando-as
na base (7,7, k).
As forcas reativas, N, V e H, agindo sobre o bloco advém das equacdes (4), (1b) e (1a), abaixo repetidas:

N =(m+M)g +m%(6?sem9+9'2 cos&)

V =N-Mg=mg+ m%(@sen 0+ 6* cose) (7 (0,5 ponto)

H =—(M5<'+2Kx)=mX—%Lécose+m7Lézsen0
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42 Questao (1 ponto). No instante t = t, uma esfera de densidade homogénea, massa m e raio r, ndo sujeita
a quaisquer forcas ou binarios de forca, € animada de movimento de rotacdo pura em torno de um eixo
central (passante pelo centro de massa), caracterizado pelo vetor de rotagdo w(t,) = w,.

(a) Descreva 0 movimento subsequente deste solido. Justifique. (0,5 ponto)

O corpo de forma esférica permanecera girando indefinidamente com vetor rotacdo permanente w(t) =
wy, em torno do eixo inicial de rotacdo, eixo esse passante pelo centro G da esfera e com direcdo U =
Wy /|we|. O movimento posterior do corpo sera, portanto, um movimento permanente de rotacdo. Isso
ocorre devido a simetria ideal esférica de distribuicdo de massa e a conservacdo da quantidade de
movimento angular, quando da auséncia de forgas externas.

Matematicamente, a caracteristica do movimento subsequente descrita acima pode ser verificada através
da aplicacéo do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento ao problema proposto. Notando que
o elipsoide de inércia associado ao centro de massa de um corpo homogéneo de forma esférica é uma esfera,
e que, de acordo com o enunciado, ndo existem momentos externos atuantes no corpo, resulta que:

dH [ 0 0y [ax] o wx (O] 1@x
d_tG:[]G]-[a]:[o )i 0‘- Wy =MG=H = |w, (D) :[wJ/o] = &(t) = @y
00 Jl |a, 0 w,(t)] 1%z

(b) Como seria 0 movimento desse sélido caso ele tivesse a forma de um cubo (mesma massa m e lado L)?
Justifique. (0,5 ponto)

Se o solido fosse um cubo seu movimento posterior também seria 0 de rotacdo permanente em torno do
eixo inicial de rotacdo U = w,/|w,|. 1sso se deve ao fato de que todo eixo passante pelo centro de massa
G de um cubo homogéneo € (assim como no caso da esfera) um eixo principal de inércia. Em outras
palavras, o elipsoide de inércia associado ao centro de massa de um cubo é uma esfera e 0s mesmos
argumentos utilizados no item (a) se aplicam a esse caso.

A conclusédo acima pode ser verificada matematicamente admitindo-se que, para um cubo de lado L e Gx,
Gy, Gz eixos perpendiculares as suas faces, tem-se:

ma?

Jex =]Gy =Jez = T

Considerando-se um eixo de direcdo arbitraria @ = cosai + cosfj + cosyk, o momento de inércia do cubo
em relacdo a Ge, é:

ma 0 0
6
, cosa 2
ma ma
Jge = [cosa cosBp cosy]l-| 0 = ¢ |-|cosB —(cos a + cos?B + cos?y) = —
6 cosy 6
0 0 ma*
i 6 |






