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Resolucao

Posi¢do inicial do centro de massa:

mL+m£
2

6= 2m+2m 8

Produtos de inércia iniciais:

J ay =0

J Axs cmL-Lem Lo
2 2

Critério de balanceamento:

m3L+mL+m£
=2L v =0 w=—— 2

1* Questao (3,0 pontos). Dois discos A e B, de
massas m, raios R e espessuras despreziveis, estdo
fixados ao eixo de massa desprezivel vinculado a
um anel em A e a uma articulagio em B. Duas
barras de massas m e comprimento L estdo ligadas
ao conjunto que gira com velocidade angular
@=wk constante, como indicado na figura.
Considerando o sistema Axyz soliddrio ao
conjunto, determinar a localizagc@o e os valores de
duas massas m; e m;y, fixadas na parte externa dos
discos A e B, suficientes para balancear o sistema.

9
2m+2m - g L (L,O)
(1,0)
0,5)

O balanceamento pode ser realizado, adicionando-se ou removendo-se massas em posicdes dos discos
proximas a sua periferia. Uma das 4 possiveis solugdes consiste em se acrescentar massas m; € ms,
respectivamente, nas posicdes (-R.,0,0) e (-R,0,3L). Em tal caso, obtém-se as seguintes equacgdes de

balanceamento:

3L
4m§ +my(=R)+my(-R) 3L

, —_
6= 2(m+m)+m1+m2

Joae =mI2 +my-(=R)-0+my-(=R)-3L=0

=037m—m1R—m2R:0
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m =R em (-R0,0)| e |m =3k em (-~R,03L) (1,0)

Obs: como, de acordo com a figura L=R, substitui¢cdes dessas varidveis nas formulas anteriores dao
origem a solucdes igualmente corretas.
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2% Questao (3,5 pontos) Uma placa 7z
quadrada de espessura desprezivel, lado

a e massa m, estd presa a estrutura de
suporte através de um mancal de eixo .
paralelo a Oy. A placa tem distribui¢io
homogénea de massa e gira em torno de

Oy com velocidade angular

., constante. A estrutura de suporte, | e m a
suposta rigida e de massa desprezivel, O T “ @ L2

gira com velocidade angular (2, v

também constante, em torno do eixo “x

vertical OZ. G € o centro de massa da
placa e Gz € um eixo sempre vertical. A
barra OG tem comprimento L. Sdo -
dados os momentos de inércia da placa

referentes aos eixos Gx’y’z’, mostrados na figura:

2 2 2
ma ma ma
oy =

- ’Jz':
12 6

(a) mostrar que o momento de inércia em torno de qualquer eixo contido no plano da placa quadrada,

JGe = . Nessas condigdes, pede-se:

. P 2 . P . . <
e que seja passante pelo centro G, € igual a ma /12 ; ou seja, que € invariante com respeito a

rotacdo I ; ou ainda, que qualquer eixo contido no plano da placa e passante por G é um eixo
central de inércia;

(b) no sistema Gxyz, soliddrio a estrutura de suporte e orientado pelos versores (7, j, k ), escrever oS
vetores de rotagdo absoluta, @ , e de momento da quantidade de movimento, H ¢» da placa;

(c) o momento M ¢ » aplicado pela estrutura a placa, compativel com o movimento descrito;

(d) o momento M o » relativamente ao polo O, transmitido a partir da placa a barra vertical,

(e) o comprimento L da barra OG para que o momento M o sejanulo.

Resolucao

(a) Para qualquer eixo Gu passante por G e contido no plano Gxzy, tem-se:

2

ma 0 ,
12 cos
s cosy D 4 2
JGii =[cosl// 0 sinl//]- 0 0 0 =[cosl// 0 sinl//]- 20 = B
2 | [siny 2 sin
0 me n
L 12 -

(b) Expressoes de @ e de H; descritas em Gxyz

=, ] +Q.k

0,5)

0,5)
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-, _
ma 0 0
12 0
— maz ma - maz nd
Hs;=| O 0 W, |= o, j+ Q. k
6 12
0 o ma o
. 12 -

(c) Momento aplicado pela estrutura a placa, em G

- 2 - 2 - 2 - « L. . L . .
Mg =Q, Vg [0]}=Q.k /{%w,j#%gdk} =—mg Q, w,i (bindrio giroscopico ativo)

(d) Momento transmitido pela placa a estrutura, em O
Como a estrutura tem peso desprezivel, o momento em O € dado por:

— maz a

2
> - [ m
Mo="2-0,w,i —mgLi =
°" 7% ¢ (6

Q. — mgL] i

(e) Comprimento L requerido para que o momento em O seja nulo:

Impondo-se M, =0, resulta:
2
L= a—Qa W,
6g

0,5)

(1,0)

0,5)

0,5)
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3* Questao (3,0 pontos). Um misturador de tinta é composto por
uma barra esbelta curva, presa a um mandril. A barra tem densidade
linear p, e sua linha central, de comprimento 7L, estd contida no
plano Oxz, conforme mostra a figura. Através de um sistema de
acionamento controlado, o misturador gira a uma velocidade
angular @ = wk , constante, em torno do eixo Oz. Desconsiderando
a dimensdo do didmetro da secdo transversal da barra face ao seu
comprimento, determine as forcas de reagdo e o momento reativo,

relativo ao polo O, aplicados ao mandril pela barra. Apresente os
resultados no referencial mével Oxyz, solidario a barra.

Resolucao
a) Determinacdo da posi¢cdo do centro de massa

25

x6=0;y6=0;26 =——1L 0,5)
14
(b) Determina¢@o dos momentos e produtos de inércia (sete partes):
J, = 0+ Lmi? 4 m? + L2 + Loni? ¢ mi? + L2 =£pL3
3 3 3 3 3
-L -3L  -L L -5L L

Jye =0+ m—(=L) + m(~L)——+m— (-2L) + m—(-2L) + mL—— + m—(-3L

: mz()m()2 mz( )mz( )m2 mz( )
J ==2ml* =-2pL’ (1,0)

(c) Aplicagdo do TOMA no pélo O, fixo

Jo 0 —J. ][0
do=F 7 &} o 4, o [ol=J. 0k-J .00
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Portanto o momento no ponto O da barra, desprezando-se eventual torque viscoso do fluido, é:

M, =2pLw’

(1,0)

(d) Aplicacdo do Teorema da Resultante

Aplicando-se o TR na barra para a,; =0, pois o centro de massa coincide com o eixo, tem-se:

mag =ZF=§O—7mgk

0,5)
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4? Questao (1,0 ponto).

(a) Esta correta a assertiva: “o balanceamento completo de um rotor se resume a fazer do eixo de
rotagdo um eixo central de inércia”? Justifique sua resposta conceitualmente.

(b) Pode-se mostrar (ver Pesce, CP, Dindmica dos
Corpos Rigidos, cap. 6.5.2) que o movimento de um
pido ideal, ou seja, na auséncia de quaisquer forgas de
natureza dissipativa, é regido por uma tnica equagao
diferencial ordindria de segunda ordem, ndo-linear, no
angulo de nutagdo &1):

Ié_'_(a—ﬂcosﬁ)(f—acosﬁ)
Isen’@

—mgzssend =0

o =Ipsen’6 + J cos Oy + gcosH)
B = J(lﬂ+¢cos€)

sao dois invariantes do movimento.

onde

Pergunta-se: o que, fisicamente, estes dois invariantes representam?

Resolucao

(a) SIM, a assertiva estd correta, pois, para que haja balanceamento completo, é necessario que:
i. o centro de massa do sistema seja deslocado para o eixo de rotacio;

ii. o eixo de rotacdo seja um eixo principal de inércia; ou seja, que os produtos de inércia que
envolvem este eixo sejam nulos.

A assertiva em tela retine os dois conceitos de uma s vez.

(b) Os invariantes (/) representam, respectivamente, as intensidades das projecdes do vetor momento da
quantidade de movimento, em relacdo ao polo fixo O, nas dire¢des: (i) do eixo de precessdo, neste caso
o eixo vertical, OZ; (ii) do eixo de rotagdo propria, Oz.

Em Mecéanica Analitica, coordenadas generalizadas como ¢ e Y, associadas a correspondentes
quantidades de movimento generalizados invariantes, sao classificadas como ciclicas ou ignordveis.



