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Mecéanica — B — PME 2200 —12. Prova — 01/4/2014
Duragao da Prova: 110 minutos
(N&o é permitido o uso de calculadoras, celulareblets e demais equipamentos eletrénicos similares)

12 Questaa(3,5 pontos).Um avido, que acaba de decolar, esta em translacéo
retilinea com velocidade constante. A roda perm@arem movimento com X

velocidade angular constante;, = K relativamente a ban@G. O trem de
pouso é recolhido com velocidade angular de amssitd constante

W =yl =81, conforme mostrado na figura. Considere a rodaocam

disco delgado de rai®, massan e momentos de inérclg, = Jgy = J, ks, = 2.

A barra OG tem massa desprezivel e comprimenta Pede-se, para a
configuracao correspondente a esse instante, mgadudos parametros dados e
expressos na base tri-ortogowst j k ,solidaria a barr®G.

a) o vetor rotacdo absoluta da roda;

b) o vetor momento da quantidade de movimeﬁte da roda relativo ao polo
G,
¢) o momento aplicado pela roda a b#@f;

22 QUESTAO (3,5 pontos).Um aro quadrado constituido por 4 barras delgagasoinprimento2/ e massas
Map =My, Mgc =My, Mag =M; emep =My, € posto a girar com velocidade angulaconstante em torno do eixo
Oz, sob a acdo de um momento externo

y/ T(t)lz,conforme indicado na figura. Utilizando o
sistema de eixo®xyzligados ao aro, determinar:

(a) as coordenadas do centro de massa do aro;

(b) a aceleracdo do centro de massa do aro;

(c) a matriz de inércia do aro relativa ao pdb e
o T descrita no sistema de eix@xyz

2 = (d) os valores de duas massase m que, localizadas

sobre dois vértices convenientes do aro (indicg-los
mantenham-no em equilibrio dinamico.

32 Questao (1,0 ponto)

Seja[B] = I_COSOij] , 1, =123 a matriz de mudanca entre duas bases canﬁlﬁé;@,ee,) e (e‘l,e'z,eé), que orientam
dois sistemas cartesiandsq, X,, X3 ) € (X, %5,X;), ambos com mesma origem e Os elementos desta matriz,
cosgjj , sdo os cossenos diretores, ou seja, o cosseréindus formados entre os correspondentes eixtesizanos.

Seja também um corpo rigido, cuja matriz de inééciaesignada{Jo]e [J'O] nos respectivos sistemas cartesianos.
Pede-se:
(a) Qual é a relagdo matematica que permite calt{u@}, uma vez conhecidEa]o] ?

Seja, agora[P] a matriz de mudancga de base que diagon{a]ig]i. Pergunta-se:
(b) Como pode ser construida a matriz de diagonalizacdo
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4* Questao (3,0 pontos). A figura ao lado mostra um
corpo rigido de revolugdo formado por dois cones
idénticos, soldados pelos vértices, em contraposicdo. Os
cones sdo perfeitamente simétricos, solidos e de material
homogéneo. O centro de massa G do corpo coincide com a
articulagdo que o sustenta, sob ag¢fo do campo
gravitacional. Os eixos Gz e GZ, mostrados na figura, sdo

orientados pelos versores k e K. Os momentos de
inércia do corpo em relacdo aos eixos Gx e Gz sdo
indicados por 7 e J, respectivamente.

oQl

Sabe-se que o conjunto executa movimento de precessao
livre e estaciondria, com angulo de nuta¢do @, taxa de

precessdo @, e de rotagdo propria @, ; com @, >0,

o

,>0, 0<6<x/2, conforme indicado. As superficies
demarcadas com linhas tracejadas ilustram os
denominados cones ‘espacial’ e ‘do corpo’, ou seja, a base
e a rolante. Pede-se:

(a) Identificar os cones ‘espacial’ e ‘do corpo’.

(b) Descrever como pode ser interpretada a cinematica do
corpo, a luz dos significados dos cones ‘espacial’ e
‘do corpo’.

(c) Determinar @,, expresso em funcdo de @), @ e dos
momentos de inércia [ e J.

(d) Para que o estado de precessdo livre, estacionaria e
direta, mostrado na figura, seja possivel, qual dos
momentos de inércia deve ter maior valor, / ou J?
Justifique.

Note que, em um movimento geral, sendo (4,0, ) as taxas de precessdo, nutagdo e rotagdo propria, o0 momento da

quantidade de movimento do corpo, calculado em relagdo ao centro de massa € expresso na base de versores i,j,k que

o acompanha, mas ndo ¢ a ele solidario, ¢ dado por HG = —1¢ senfi +16 J+J(y+ ¢3cos 9)12 .

Resolucao da 1* Questao (3,5 pontos)

a) compor o vetor de rota¢do absoluto da roda;

@ = w,i +wk (1,0)

b) determinar o vetor momento da quantidade de movimento H ¢ daroda com respeito ao pélo G;
Wp
[, ]=[1d 08 o [Hy =Jo,i +2J0.k (1.0)

Wy

¢) calcular o momento aplicado pela roda a barra OG;

Aplicando o TOMA na roda e lembrando que 5)R = Oecf)B =0ei=0: > ]:[G = MG

Hg = 2Ja)Rl€ =2Jw, (a)Bf A E)= 2Jwpw,] - H, =-2Jw,0,] (1,0)




ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

Assim, 0 momento giroscopico aplicado pela rodharaa é igual a:
Mgir = 2Jakrs ] (0.,5)

Resolugao da 22 Questéo

As coordenadas do centro de massa do aro sdo ®lptdameio da composicdo de centros de massas Hagab
delgadas, conforme mostrado a seguir:

XG:ml[0+m2[0+M1[£—M2[€: M;—-M>,
m +my + Mg+ M, m +my + Mg+ M,
Yo =0
ZG:ml[O+m2[2£+Ml[f+M2[£: 2m; + M1 + M,
m +m + Mg+ M m +m + Mg +M;
Portanto, o centro de massa do aro se situa em:
G:[ M -M; 0 2mp + M3 + M, fj
m+m+Mi+Mz My +mp +Mp+M;
(1,0)
A aceleracéo do centro de massa do aro é dada por:
éG=ao+@D(G—0)+@D[@D(G—o)]=6+6D(G—o)+a12D[aJZD(xGT+zGR)]=—m2xGT
Dag=—M2~ M1 20
m +m + My +M;
(0,5)

Considerando-se que 0 aro se situa no plampseus produtos de inércidoyxy € Joy,s80 ambos nulos. Os demais

componentes da matriz de inércia séo obtidos medapiicacéo da técnica de composi¢cdo de momentosdetos de
inércia, conforme indicado a seguir:

2 2
Jox = (‘]OX)AD +(‘]OX)BC +(‘]OX)AB +(‘]OX)CD = 0+(0+ m24£2)+% + MoA2” - 4Eém2 "‘@]ﬁz

3

2 2 2
Sor= 000 3 e = TP e oM vz o M2

12 12

DJOy |:rn13m2 4mz+w+2[ﬂMl+Mz):|€2

2 2
Joz =(Joz)ap *+(Joz)ac *(Joz)as +(Joz)ep = ml14; leAj +Maf? +Mor? = (ml -;mg +My+ Mz]/fz

Joxz = (‘]OXZ)AD + (‘]OXZ)BC +(‘]OXZ)AB +(J0XZ)CD =0+ (0"' m; EOE2£)+ ML+ M 2(" f) = (Ml -M 2)52

Portanto, a matriz de inércia do aro, relativa élo o, é :

4[€mz+wy2 0 ~ (M1 =My)?
[30] = 0 [”h;m2+4m2+W+2(Ml+Mz)}e2 0
— (M =My)e? 0 (ml;m2+|v|1+|v|2jﬁ2

(1,0)
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X
A B Considerando-se que a velocidade angular do arastarte, 0 seu
equilibrio dindmico pode ser atingido desde quacsescentem ou se
G removam duas massas e n localizadas sobre planos paralelos ao
¢ eixo de rotacdw (vide figura abaixo), de modo tal a fazé-lo caitirci
o] , z com o eixo central de inércia do aro. Como o c¢@pesta balanceado
$ ‘ em relacdo ao eixy, € suficiente que as seguintes condi¢cdes sejam
X—s m X satisfeitas:
m’ |'7
D C
(my+mp + My + M )xg +mx+mix =0 (18)
Joyz + Mxz+ m'x'z’ =0 (19)

Desenvolvendo-se as equagdes acima, resultam:

(Mg =M,)r +mx+mx =0 (20)
(M1 =M,)e% + mxz+ mx'z =0 (21)

Situando-se as massase m', respectivamente, nos planas0 e z=2/, a equacao (21) se transforma em:
(M1=My )% +2/m'x =0 (22)

Supondo queM, > M; e utilizando o sistema de duas equacfes (20, 2dpe@dgnitas (,m', x, X' ), identificaremos as
duas massasn,m' requeridas ao equilibrio dinamico do aro consinldozos 4 casos seguintes:

1°)x=x=/¢

=(M;-My) +me+mr=0=m+m =M, -M;
= (M1 =M, )2 +2im'r=0

Resolvendo-se o sistema acima, obtém-se:

M, -M . s
—2_"1 massas a serem adicionadas ao aro nos véitiegs

m=m =
20) x=x'=~¢

=My -Mz)l-me-mr=0=m+m =M; - M,

= (M1 -My)2-2/m'¢=0

Resolvendo-se o sistema de equacdes acima, obtém-se

,_Mi—-M : .
m=m =% , massas a serem removidas do aro nos vé@ieds.

) x=4,X=~¢

=(My-Ma)l+mi-me=0=m-m =M, -M;

= (M1 -My)2-2/m'¢=0

Resolvendo-se o sistema de equac¢Bes acima, obtém-se

M{-M . ,
m=—2—"2 massa a ser removida do vériice

. My,-M . ,
m = % massa a ser adicionada ao vértice

49 x=-/¢,X =/
= (My-Ma) -mi+m¢=0=m-m=M, -M;
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= (M1-My)2+2mr=0

Resolvendo-se o sistema de equacdes anterior, ¢®ém
M;-M . .

m= % , massa a ser removida do vértize

m = w , massa a ser adicionada ao vérBce
(1,0)
Resolucéo da 32 questa@ef: Pesce, C.P., Dinamica dos Corpos Rigido36429)

(a) Qual é a relacdo matematica que permite calc{d@}, uma vez conhecid[alo] ?

R: A relacdo matematica que transforma a matriméecia[Jo] para o novo sistema coordenado é:

[J’o] = [B][Jo][B]'l. Como € ortogonal, posto que relaciona duas bases oraigycsua inversa é a propria

transporta, o que permite também escre{dz’@] = [B][Jo][B]T . (0,5)

(c) Como pode ser construida a matriz de diagonaliZagéo

R A matriz [P] que diagonalize{JO] pode ser construida a partir da solucdo do probkenauto-valor (ou

valor proprio) associado a matriz de inércia, eA sesmposta pelos respectivos auto-vetores (ou estor
préprios). (0,5)

Resolucéo da 42 questaef: Pesce, C.P., Dinamica dos Corpos Rigidos1pp.e 139)
(a) Identificar os cones ‘espacial’ e ‘do corpo’.

R: O cone espacial € o lugar geométrico do vetaotedo do corpo, visto do referencial fixo. O cdoecorpo é o
lugar geométrico do vetor de rotag&o do corpo dstoeferencial do corpo.

Cone espacial

g

“¥| Conedo corpo

(0.5)

(b) Descrever como pode ser interpretada a cinematicaodpo, a luz dos significados dos cones ‘espaeiatio
corpo’.
R: Tudo se passa como se 0 ‘cone do corpo’, a ¢éiltaso, rolasse sem escorregar sobre o ‘cone edfauposto
fixo. (0,5)
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(c) Determinaray, expresso em funcéo dg, e dos momentos de inérdia J.
R: Sabe-se que o0 momento da quantidade de movindent@rpo ou quantidade de movimento angular, cadicul

em relagdo ao centro de massai§ = —Igsendi +16 | +J( + pcosd)k . Portanto, sua derivada em relagio ao

tempo é dada porl,-;lG = —%(I ¢sen€)? +%(I é)f+%(J W +¢cos€))l2—l¢serﬂf 197+ +¢cos€)lé.

A condicdo de precesséo estaciondria é caractarizeld estadc{H: 0, 9= 0wy ¢ = w, ) com wy, € ¢ invariantes,
de tal forma que os trés primeiros termos da egfareacima se anulam. Ainda, como:

entao, He = [J (a)r +w, cosé?)— law, cose]wp send | (0,5)

No caso em estudo, o centro de massa coincide carticalacdo ideal e, portanto, na auséncia deasdbrcas
externas que ndo as de origem gravitacional, o mtmge forcas em relacdo a este polo é nulo. Getesmrda

quantidade de movimento angulzah:lG = MG , fica entéo reduzido a equacao algébrica:

[J (w, +w, cosé?)— |y, cosﬁ]wp send =0, (0,5)

Ha trés solugBes possiveis, duas das quais, dexetescartadas, a partir do enunciado:
() w, =0,06ew ; (ii)send=0,0w , quando a definicdo de precessdo é perdida. Hs@s solugbes sdo, na

realidade, equivalentes e podem ser resumidas qogldicaol w, send =0|. Dizem, essencialmente, que podera

existir equilibrio na auséncia de precessao, urecéensob rotacdo prépria e de valor arbitrarioa pgwalquer
orientacdo do eixo de axissimetria do corpo; ngttiacdo a quantidade de movimento angular, invej@era dada

por: I:|G = Jer .

A terceira solucéo possivel € a procurada, (iiiyo, —Ta)p cosd (0,5)

Note que neste terceiro e Ultimo caso, 0 momergalan invariante, tem agora a diregdo do vetéarDe fato, se
substituirmos a relagdo acima naquela que expressa quantidade de movimento angular,

ie., Hg =-Igsendi +18 ]+ Iy +pcosd)k , com ¢=w, e = , teremos (verifique):

Hg = lw,(-serdi +cosk) = lw,K

Como a articulagéo coincide com o centro de massaotpo, na auséncia de forgas outras externagnpasi
generalizar e concluir que se houver precessae dila se dar4 em torno do eixo que orienta o vtatuantidade
de movimento angular, qualquer que seja ele.

A estabilidade das referidas condi¢cbes de equilitdio é aqui investigada.

(d) Para que o estado de precessao livre, estaciandiiata, mostrado na figura, seja possivel, qaalrdomentos de
inércia deve ter maior valdrouJ? Justifique.
R: Para a situacdo estudada, em qye>0, «w, >0, 0<€< 71/2, segue da expresséo acima . (0,5)

Note que, nesta situagéo, o cone do corpo é exsarmone espacial. Caso a precesséo fosse remogiacdo em
que | <J, o cone do corpo seria interno ao cone espacial.





