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1. Equacoes de London

Podemos tratar um Supercondutor partindo do conceito de Condutividade
Perfeita (Secdo 2) e fazendo uma modificacdao adequada para incluir o efeito
Meissner (Exclusao de Fluxo Magnético).

Num Condutor Perfeito (ndo num Supercondutor) os portadores de carga nao
experimentam forcas retardadoras; como consequéncia, em um Campo
Elétrico E, eles se movem de acordo com a 2° Lei de Newton:

+ myv=qE (L1)

Como a Densidade de Corrente J] = ngv, de (1.1) temos:
¢ j=2CE (12)
my '

0B

Tomando o Rotacional de (1.2) e usando a Lei de Faraday, V X E = T

¢ Ux j=-"TB (1.3

my



1. Equacoes de London

* Supondo que os Campos variem lentamente
(podemos desprezar a Corrente de
Deslocamento, 0D /dt) e usando V X H = J para
eliminar J, temos:

c VXVxH=-"1B (1.4)

* Considerando que B=ugH com V:-B=0,
obtemos:

. 2,
* V2B = yy——B (1.5)

mp



1. Equacoes de London

Na Equacdao anterior, obtemos que o Laplaciano da Derivada Temporal de B é proporcional a
propria Derivada Temporal de B. Fazendo-se uma analogia entre uma Chapa Supercondutora
e um Condutor Perfeito estendendo-se no plano z = 0 e considerando somente a
Componente x, B, temos de (1.5):

928,

nq? .
‘5. =Mom—pr (1.6)

Considerando a regiao z = 0 para dentro do supercondutor, temos a seguinte Solucao:

* B, =Aexp (— ’%z) (1.7)
P

2
Vemos de (1.7) que o fator /“‘;nﬂ tem dimensdo do reciproco de comprimento. Para um
(4

elétron tipico é da ordem de 1078 m. De (1.5) vemos que no interior de um Condutor
Perfeito, a derivada Temporal de B decai Exponencialmente com a Distancia da Superficie. No
entanto, vemos que a analogia entre um Condutor Perfeito e um Supercondutor nado leva a
exclusdao do Fluxo (Efeito Meissner). Se a Equacao (1.5) descrevesse o comportamento de B
ao invés de B, entdo o préprio B decresceria Exponencialmente da Superficie até zero no
interior de um Supercondutor. Esta foi a motivacdao tedrica sobre o comportamento
Eletromagnético dos Supercondutores desenvolvida por F. e H. London [1].



1. Equacoes de London

Na Teoria proposta por London, foi considerado que a Corrente Total poderia ser composta por uma
Supercorrente Jg, uma Corrente Dissipativa J4iss € uma Corrente de Deslocamento J e

¢ J=TJs + Jaiss + Jaes1 (1.8)
A Equacado Constitutiva de London:
1

De (1.8), das Equacdes de Maxwell e de (1.9) pode-se mostrar [2] que para Frequéncias menores do que
1011 Hz, ambas J4iss € Jqes] = 0. Isto é valido no caso de Correntes Estaciondrias. A Supercorrente Jg inclui
tanto a Corrente de Transporte como de Magnetizacao, consequentemente, da Equacdo de Maxwell,
temos:

 VXB=yyJs (1.10)
London postulou que:
1
* U VXJg = _,1_23 (1.11)

Em analogia com a Equacao (1.5) que relacionava as Derivadas Temporais de J e B. London introduziu na
Equacdo (1.11) uma Profundidade de Atenuacdo Fenomenoldgica A, como Parametro Especifico,
caracteristico do Material Supercondutor. A Equacdo (1.11) leva ao Efeito Meissner, para incluir a
Condutividade Infinita. London também postulou que:

|
) 72E (1.12)

As Equagdes (1.8), (1.11), (1.12) mais as Equagdes de Maxwell, sao conhecidas como Equagbes de
Maxwell-London.



1. Equacoes de London

As Equacgdes (1.10) e (1.11) podem ser combinadas dando:
. VxVxB=—%2B (1.13)
A Equacao (1.13) pode ser escrita:

1
e V(V-B)-V?B= -=B  (1.14)
Umavezque V-B = 0, temos:

. V2B= %ZB (1.15)
A Solucao de (1.15) para uma Chapa Supercondutora Semi-Infinita é:
«  B,(2) =Bye #*  (1.16)

A Equacdo (1.15) indica que B ao invés de B, cai exponencialmente & medida que penetra na Chapa
Supercondutora (Generalizacdo de B = 0 no interior de um Supercondutor).

A Profundidade de Atenuacdo A foi introduzida por London como um Pardmetro Fenomenoldgico.
Entretanto, existem varia Teorias que procuram determinar sua Magnitude. Em Laboratério, as
primeiras experiéncias que tiveram éxito, feitas com um Coloide de Mercurio, foram realizadas por
D. Shoenberg, em 1939. Tais experiéncias demonstraram que o Campo Magnético penetrava nas
Esferas Supercondutoras e que a Profundidade de Penetracao depende da Temperatura. Nao existe
Jm na Teoria de London, apenas uma Supercorrente total Jg, o qual, se distribui sobre uma fina
Camada Superficial e decresce Exponencialmente para o interior.



2. Condutividade Perfeita e Diamagnetismo
Perfeito de Supercondutores

* Breve Historico da Supercondutividade:

 1.911: Experiéncia de H. Kammerlingh Onnes: Supercondutores
possuem Condutividade Infinita.

e 22 anos depois em 1.933: Experiéncia de W. Meissner e R.
Ochsenfeld: Exclusao de Fluxo para H < H.— Efeito Meissner —
Campo Magnético B nulo: Supercondutores apresentam
Permeabilidade nula ou Susceptiblidade Diamagnética Perfeita

Xm = —1.

e 1.957: As duas Propriedades acima devem emergir de Teorias
Microscopicas da Supercondutividade, Ex.: Teoria Quanto-Mecanica
de BCS por J. Bardeen, L. N. Cooper e J. R. Schrieffer.

* Analogia entre um Supercondutor e um Condutor Perfeito em um
Campo Magnético = Condutividade Perfeita ndao implica em
exclusao do Fluxo Magnético: B = 0 deve ser Postulado
separadamente.



3. Exemplo envolvendo Exclusao de Fluxo
Perfeito

Esfera Supercondutora de Raio a num Campo
Assintoticamente Uniforme B,Z .

Primeira Formulacao: O Supercondutor é tratado
como um Material Magnético.

Condicoes de Contorno na Esfera:

B — ByZ,r >
. V-B=0
No Exterior: < VxH=0
& B:‘LloH




3. Exemplo envolvendo Exclusao de Fluxo

Perfeito
B=0H=-M
No Interior: VXH=0

VM = 0 (nao ha pdlos)
B, é Continuo
Hy é Continuo

Equacao de Laplace — Potenciais Escalares Magnéticos dentro e
fora do Supercondutor:

Emr=a:{

B, = Bycos 0 + uy X2 o(L + 1)c;r =42 Py (cos 6), (no Exterior)
) 3B
Qint = — Eu—Zr cos 6

B = 0, (no Interior)



3. Exemplo envolvendo Exclusao de Fluxo

Perfeito
Como B = 0 no Interior e B,- é Continuoemr = aq,
todos os ¢; devem ser nulos exceto ¢; = —Boa3/2,u0
Parar > a:

No Exterlor B = ,LLOH B,z —
BO cos BT — —BO —sm 60

Nolnterlor
3 B 3 By ~
B=0H=-=sinf0, M =—-=-23%
2 U 2 U
Em7r = a:
3 B
Ju = —=—sin6p

2 U



3. Exemplo envolvendo Exclusao de Fluxo
Perfeito

Segunda Formulacao: Idéntico a Primeira
Formulacao na Regiao Externa mas toma a
forma B = H = M = 0 na Regiao Interna:

No Exterior: B = ugH = B,z —

a’ ~ 1 a-
By — cos 6F — — Or—351n99
No Interiorr B=H =M =0
N 3By . nn
Emr=a:J¢ =1 X H,,; = —=—sin OF

2 o



3. Exemplo envolvendo Exclusao de Fluxo
Perfeito

Comparacao entre as duas Formulacoes:

Na Regiao Externa, ambas as Formulacdes sao
idénticas.

Na Regiao Interna, ambas as descricdes dao B = 0,
mas H e M sao Finitos na Primeira Formulacao e iguais
a zero na Segunda Formulacao. Obs.: Nem H, nem M,
sao experimentalmente observaveis.

Nas duas Formulacdes existem Correntes de Superficie
idénticas; na Primeira Formulacao ela é considerada
uma Corrente de Magnetizacao, enquanto que na
Segunda Formulacao ela é considerada uma Corrente
de Transporte.



4. Exemplo envolvendo as Equacoes de
London

O primeiro problema é o da Esfera Supercondutora de raio a
imersa num Campo Magnético Externo e que a grandes
Distancias, € Uniforme e igual a ByZ. As Equa¢Oes de Maxwell-
London sao:

* No Exterior:V:-B= 0,VXH=0,B=_puyH

* No Interior: V?B = (1/A2)B,V-B =0

* Condicoes de Contorno:

( = A

B =BgZ,emr =

* 4B, e Bg sdo continuos em r = a (ndo ha densidades
\ de Corrente de Magnetizacao e de Transporte)

* Ansatz sobre a forma da Solucao: Fora da Esfera suporemos
valido na Teoria de London, apenas que o termo P;(cos ) do
Potencial Escalar Magnético contribui [2].



4. Exemplo envolvendo as Equacoes de
London

Portanto, no Exterior da Esfera:

5 \3 (- 15 .
B(r,0) = Byz — b(;) (rcos 0 + > Osin 9)
Suposicao sobre as Componentes de B:

B, = u(r) cos 8,na Regiao Interna
By = v(r) sin 8, na Regiao Interna

As Funcdes u(r) e v(r) devem satisfazer o Postulado de London : 72B = (1/1?)B e
asC.C.emr = a:

u(a) =By —b, wv(a)=-B, —g (4.1)

Expandindo V X V X B e usando as Eqgs.(4.1):

dv r?
r—+v+u=-——u,
dr 22
2 2
2d du _r
+2r—+r— =V
dr A2

Das duas Equagoes acima chega-se as Solucdes para u(r) e v(r):



4. Exemplo envolvendo as Equacoes de
London

e u(r) = c(A/r)3[sinh(r/1) — (r/2) cosh(r/A)]

- o) =5(7) [(1+5) sinn (5) = () cosn (5)]

* Os Coeficientes destas Equacdes sao:

* ¢ =-—3B, (%) sinh (%),

© b =By|1+3 (2) -3(2)com ()

 Paral/a K 1:

b=y (1-3te3Ee)



5. Conclusao

Os Supercondutores constituem uma Classe razoavelmente grande
de materiais que possuem Transicao de Fase para o estado
Supercondutor usualmente abaixo de 20K. A Transicao depende do
Campo Magnético, bem como da Temperatura, com o material
retornando ao estado Supercondutor em Campos maiores que H,:

H. = Ho[1 = (T /T,)*]

O comportamento Macroscopico Elétrico e Magnético no estado
Supercondutor é descrito pelas Equagdes Constitutivas] = gE e
M = y,,H para:

gzoer:_lJ u =

0 (Condutividade Perfeita e Diamagnetismo Perfeito.)

No caso de Diamagnetismo Perfeito a Densidade de Fluxo B e a
Densidade de Corrente J sejam nulos dentro do Supercondutor e
que so existam Correntes Superficiais.



5. Conclusao

Uma descricao mais apurada é expressa pelas Equacoes Constitutivas Lineares de
London:

* po) = G)z E,

\2
.« UV X]= _(E) B.
Estas Equacdes junto com as equacdes de Maxwell no vacuo, prevéem que a

Densidade de Fluxo e a Densidade de Corrente decaem Exponencialmente a partir
da Superficie, com Profundidade de Penetracao A.

1. A Formulag¢ao com y,, = —1,u = 0, € mais conveniente no caso de um
Supercondutor imerso num Campo Magnético.

2. Uma Formulacao alternativa, conveniente para o caso em que um
Supercondutor conduz uma Corrente Externa, supde-se x,,, = 0, u = uy dentro do
Supercondutor. A condicao B = 0 é encontrada com H = M = 0 no Interior do
Supercondutor e C.C. satisfeitas, supondo Correntes de Transporte Superficiais
convenientes. As duas Formulagdes sao equivalentes.
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