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jogo Lights off

» O tabulairo do jogo é tipicamente 5 x 5.

» Ao apertar um bot3o, troca-se o estado do bot3o e de seus
vizinhos acima, abaixo, a esquerda e a direita.

» O objetivo é apagar todas as luzes.

aperte a
_




Lights

off

O jogo Lights off pode ser resolvido com sistemas lineares,
com niimeros em Z2 = {0,1}.

O jogo (e uma explicagdo) esta em
https://www.icmc.usp.br/~frasson/ALED/games/luzes.html

Tem versoes para desktop e celulares.

Requisitos:
P sistemas lineares por escalonamento
> corpo Z2 = {0,1} (vamos ensinar agora)


https://www.icmc.usp.br/~frasson/ALED/games/luzes.html

O corpo Z?

» Precisamos modelar o ligar e desligar de luzes com uma
ferramenta facil
» podemos associar
» (0 = desligado
> 1 = ligado
» O conjunto Z? = {0, 1} faz exatamente o que queremos.
» Em Z2, somar 1 troca o estado!

> 0+1=1
> 141=0



O corpo Z?

» Soma e multiplicacdo:

= o+
= o=

01 0
01 0
10 0

= O X

> Note que “todo elemento" # 0 (sisto ¢, o 1) tem inverso:
oinversode 1é1: 1 x1=1

» Subtrair também é facil: -1 =1
» Ent3o Z2 é um corpo, como R, QQ, C

P e por isso podemos resolver sistemas com esses nlimeros.



Treinando operar em Z?

» Par = zero
141+14+141+1=(1+1)+(1+1)+(1+1) =04+0+0=0
> fmpar = um
1+41414+1+1=(1+1)+(14+1)+1=04+0+1=1

> A+A=2A=0A=0



Modelando o jogo

» Vamos comegar com o jogo 2 X 3.

» Vamos dar nomes a, b, c,d, e, f aos botles

a b Cc

d|e|f

P> como vamos mexer com sistemas, o estado do jogo serd um

vetor coluna
estado de a

estado de b
estado de ¢
estado de d
estado de e
estado de



Exemplo

O estado

representa

1
1
0
0
0
1

N 0O QA 0O T W




Apertando um botao

» Vimos que somar 1 troca o estado de um botao.

» Podemos modelar o aperto de um bot3o com a soma de um
vetor com 1 nas entradas das luzes que devem trocar.

» Exemplo: ao apertar o botdo a, somamos

agio, = (110100)"

E - K

—>

= O O O - -
OO~ O+ -
—= O = O O O

N eV

Xinicial acdo, Xfinal



Lights off como sistema

» Cada coluna da matriz de acGes A é a acdo do botdo

correspondente
110100
111010
A 011001
100110
010111
001011

» Se cada letra a, b, c,d, e, f (com valor em Z?) indica se o
bot3o foi apertado e

X:(abcdef)T

entdo AX é o vetor das luzes que trocam.

> Exemplo: apertar sé o botao a é representado por
X=(100000)" eAX = ago,



Lights off como sistema

» O estado inicial é xp.

» O estado final (luzes apagadas) é 0.
> As luzes que trocam é AX
>

Portanto (lembre que em Z2, —x = x):
x+AX =0 = AX = —xg =X

> ou seja, temos o sistema linear em Z%: AX = xg



Vamos resolver o jogo!

» Usaremos letras maidsculas para as entradas o estado inicial xg

X0 —

TMmMOTA®T®>

» Assim, o sistema AX = xp tem a matriz aumentada [A|xp]:

[Alxo] =

OO R O K =
O R O = KF= K=
= O Ok = O
O R OOHR
= =2 O = O
= = O = OO
TMO Ol




Escalonando. ..

110100(A
111010(B
011001|C
100110(D
010111|E
001011|F

110100
011001 C
001110] A+B
000101 B+C+D
000000|A+-B+C+E
000101| A+B+F

~

A

110100 A 110100/ A

011001 C 011001 ¢

001110A+B 001110 ALB

010010A+D | T~ 00101 1|A+CHD

010111| E 001110 C+E

001011 F 001011 F
110100, A 110001|A+B+C+D
011001 c 011001 C
001110 A+B 001011 A+C+D
000101 B+C+D 000101| B+C+D
000000|A+B+C+E 000000|A+B+C+E
00000 0|A+C+D+F 000000|B+D+E+F

11000 1|A+B+C+D 100011 B+C

010010 AID 010010, A+D

001011 A+C+D
000101 B+C+D
000000|A+B+CHE
000000|B+D+E+F

001011 A+C+D
000101 B+C+D
000000|A+B+CHE
000000|B+D+E+F



Conclusoes para o caso 2 x 3

1 1 01 0 0|A 1 00 0 11 B+C
11101 0|B 01 0 010 A+ D
011 00 1|C 0 01 0 11 A+C+D
100110|(D[7]J00O010 1| B+C+D
01 011 1|E 0 0000 OJA+B+C+E
0 01 01 1|F 0 00 OO0 O0O|B+D+E+F
» Condi¢Bes para sistema possivel (linhas nulas):

A+B+ C+E=0, B+D+E+F=0.

» varidveis livres: e, f
» varidveis calculadas:

a=e+f+B+C

b=e+A+D

c=e+f+A+C+D
d=f+B+C+D

(ndo confundir com E e F de xp)



Podemos fazer o mesmo outros casos

> As mesmas ideias podem ser usadas para outros casos, como
3 x 3 eocldssico5 x5

» No caso 3 x 3 sdo 9 varidveis: a,b,c,d,e, f, g, h,i.

a|b|c
e | f
h | i

> No caso 5 x 5 sdo 25 varidveis: a,b,c,...,w,x,y.



Lights off, caso 3 x 3
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é sempre possive

7

O sistema 3 x 3



Caso 3 x 3, técnica “apagar acima”

» 12 linha: [A+C+F+G+H E+G+H+I1 A+C+D+H+I

» Pensando um pouco, sé necessitamos resolver a primeira linha,
e indo da segunda linha para baixo sempre apagando o que
estd aceso na linha anterior, técnica chamada “apagar acima”.
Eventualmente sé fica a ultima linha com luzes acesas.

» Todas acesas de inicio: 12 linha =[1 0 1].

32 |inha: | G| H | |

> Num jogo qualquer, use “apagar acima”, e entdo
use a 12 linha: [G+H G+ H+1 H+1]ou

[19422 12429432 043¢



Lights off, caso 5 x 5

P 25 varidveis, de a até y.

a C
fl1 8| h
k m
p r
u w




Caso 5 x 5, matriz aumentada

/

11000/10000/(00000({00000{00O0O0O0|A
1110001000/00000({00000{000O00O0]|B
01110/00100{00000{00000{00O0O00O0]|C
00111/00010/{00000{00000({00O0O0O0O0|D
00011/00001{0000O0|/0O00O0O0|00O0O0O0|E
10000/11000(10000{00000{00O0O0O0]|F
01000(11100({01000{00000{00O0O00O0|G
00100(01110/{00100{00000{00O0O00O0|H

00010/00111/0001000000(00000O0

00001/00011/0000100000(000O00O0|J
00000(10000{11000{10000{00000|K
00000(01000(11100/01000{00000O0]|0L
000000010001 11000100(j00000M
00000(00010{00111{00010({00000|N
00000(00001{00011{00001{00000|O0
000OO0OO0O/OOOOO|1 000011 000|10000O0|FP

00000/00000(01000(11100/01000|Q
00000(00000{00100{01110{00100|R

00000/00000|00010/{00111/00010|S

0000O0/OOO0OO0O00O|0OOOO0100011|00001|T

00000(0OO0OO0O|0OOOOO|10000(11000|U

00000(0O0OO0OO0O|0OOOOO|0O1IO00O|11T1O00|V

00000/00OO0O0OCO|0OOOOCO|OO100(0111O0|W
00000(0O0OO0OO0O|0OOOOO|0OOO1IO0[0O01T11|X

000000000000 0O0O0O0|0OO0O0O0 140 001 1|Y




1000000000000000000000001
010000000000000000O0QOQOOO1O0
00100000000000OOQOOOOOOO11
000100000000000000OCOOOOO1O0
0000100000000000000000001
00000100000000O0O0OOOOOOOOT11
0000001000000000000000000
00000O0O0O100000O00OOOOOOOOOT11
00000000100000000O0O0OOOOOOO
00o00O0O0O0O0O0O1000000OOOOOOOOT1L
00000000O0O0O100000O0O0OOOOOO1O0
0oo00O0O0OOOOO1000000OCOOOOO1O0
00000O0O0O0O0OOOO1I00000O0OOOOOOO
0000000000000100000000010
00000O0O0O0OOOOOOO100000QCOOO1O0
0000000000000001000000011
00oo0O0O0O0O0OOOOOOOOO1IO0000COOQOOQ
000000000O0OOOOOOOO10000011
0ooo00O0O0O0OOOOOOOOOOO1IO000O0QOOQ
00000O0O0O0O0OOOOOOOOOOO100011
0000000000000000000010001
00000O0O0O0OOOOOOOOOOOOOO1O010
0000000000000000000000111
0000O0O0O0O0OOOOOOOOOOOOOOOOOO
0000000000O0OOOOOOOOOOOOOOO

Caso 5 x 5, matriz aumentada escalonada

B+C+D+H+J+N+O+T
A+B+D+E+G+M+N+0+S
A+C+D+E+F+H+I+M+N+P+Q+R+S5+T+V
A+D+F+G+H+J+K+L+N+0+P+Q+R+T+U+X
B+C+E+F+K+M+O+R+T+U+V
CHE+G+HH+J+M+S+T
B+D+F+G+I1+J+N+P+Q+R+V
A+B+D+1+J+K+L+N+U+V+X
B+D+F+G+I+J+L+R+S+T+X
A+B+C+D+G+H+J+L+M+N+P+Q+V+X
E+I+J+M+O0+P+Q+R+S+V
B+C+D+F+H+J+K+L+N+O0+P+Q+R+T+U+X
B+ CHE+F+J+K+M+N+R+U+V
A+B+C+G+I+M+N+0+S
A+B+E+H+1+J+K+N+0+P+Q+5+U
B+D+F+G+I+J+L+N+U+V+X
B+F+G+H+N+P+Q+S+T+V+X
C+E+G+H+J+K+M+P+Q+S+T+U
D+H+1+J+L+P+Q+S+T+V+X
A+B+D+E+K+L+N+0+U+V+X
D+E+H+L+M+O0+P+R+T+U+V
B+E+F+G+H+14+J+M+N+O0+P+R+T+U+X
DA+H+I+J+L+P+Q+S+T+V
B+C+D+F+H+J+K+L+N+O0+P+R+T+V+W+X
A+B+D+E+KA+LANAO+ U VAX4Y




Caso 5 x 5, matriz aumentada escalonada

OCOHHOHOFRORKRHRHORHRFROHOFRORRKLEO
OO OFRHOHOFHOOOOOHHOFHOFRHEHOKOHR

B+C+D+H+J+N4-0+4T
A+B+D+E+G+M+N+0+S
A+C+D+E+F+H+I+M+N+P+Q+R+S+T+V
A+D+F+G+H+J+K+L+N+0+P+Q+R+T+U+X
B+C+E+F+K+M+O0+R+T+U+V
C+E+G+H+J+M+5+T
B+D+F+G+I+J+N+P+Q+R+V
A+B+D+I+J+K+L+N+U+V+X
B+D+F+G+I+J+L+R+5+T+X
A+B+C+D+G+H+J+L+M+N+P+Q+V+X
E+14+J+M+0+P+Q+R+5+V
B+CHD+F+H+J+K+L+-N+O0+P+Q+R+T+U+X
B+CHE+F+J+K+M+N+R+U+V
A+B+C+G+I+M+N+0+S
A+B+E+H+I+J+K+N+O0+P+Q+S+U
B+D+F+GHI+J+L+N+U+V+X
B+F+G+H+N+P+Q+S+T+V+X
C+E+G+H+J+K+M+P+Q+S+T+U
D+H+I+J+L4+P+Q+S+T+V+X
A+B+D+E+K+L+N+O0+U+V+X
D+E+H+L+M+O0+P+R+T+U+V
B+E+F+G+H+I+J+M+N+O+P+R+T+U+X
D+HA1+J+L+P+Q+S+T+V
B+CHD+F+H+J+K+L+-N+O+P+R+-THV+W+X
A+B+D+E+K+L+N+O0+U+ VXY




Caso 5 x b5, técnica “apagar acima”

»> 12 linha:
a=y+B+C+D+H+J+N+O+T
b=x+A+B+D+E+G+M+N+0+S
¢ = x+y+A+C+D+E+F+H+I+M+N+P+Q+R+S+T+V
d = x+A+D+F+G+H+J+K+L+N+O0+P+Q+R+T+U+X
e=y+B+C+HE+F+K+M+O0+R+T+U+V

» Usando “apagar acima”, A=B=-.-=T =0.
52linha: | U |V | W | X | Y

» A 12 linha fica
v, x, x+y+V, x+U+X, y+U+V]

» H3 muitos U acima. Para facilitar, vamos fazer x =y = U.
A12linha: [U U V X V]ou[l® 12 22 42 29



