PTC 2640 - Modelos Probabilisticos - 2* Lista 2019

1* Questao: Suponha que a probabilidade de chover ou nao chover hoje depende das condigoes meteoroldgicas
anteriores através dos dois ultimos dias. Especificamente, suponha que se choveu nos tltimos dois dias, entao
chovera amanha com probabilidade 0,8; se choveu hoje, mas nao ontem, entao chovera amanha com probabili-
dade 0,6; se choveu ontem mas nao hoje, entao choverd amanha com probabilidade 0,4; se nao choveu nos dois
altimos dias, entao choverd amanha com probabilidade 0,3.

a) Dado que ndo choveu na 2a feira mas choveu na 3a feira, qual é a probabilidade de chover no sdbado?
b) Qual é a proporcao de dias que chove?

2% Questao: Suponha que bolas sejam distribuidas sucessivamente entre 8 urnas, com cada bola tendo a mesma
probabilidade de ser colocada em qualquer uma dessas urnas. Qual é a probabilidade de se ter exatamente 3
urnas nao vazias depois de 9 bolas terem sido distribuidas?

3% Questao: Um problema de interesse para os socitlogos é determinar a propor¢do de pessoas em uma
sociedade que tem uma ocupacao de classe alta, média, ou baixa. Um possivel modelo matemaético seria as-
sumir que as transigoes entre classes sociais das geragoes sucessivas em uma familia pode ser considerado como
transigoes de uma cadeia de Markov. Vamos supor que tal modelo é apropriado e que a matriz de probabilidade
de transigao ¢ dada por (estado 1 - alta, estado 2 - média, estado 3 - baixa):

0.45 0.48 0.07
P=1005 070 0.25
0.01 0.50 0.49

Determine a long prazo o percentual de pessoas em cada uma das 3 classes.

4% Questao: Toda vez que um time vence um jogo, esse time ganha seu préximo jogo com probabilidade
de 0,8; toda vez que perde um jogo, ganha seu préximo jogo com probabilidade de 0,3. Se a equipe ganha
um jogo, entao os jogadores saem para jantar juntos com probabilidade 0.7, enquanto se a equipe perde, os
jogadores jantam juntos com probabilidade 0.2. Qual é proporcao de jogos que vai resultar em um jantar em
equipe?

5% Questao: Um professor aplica continuamente trés tipos de exames para seus alunos. A classe é classifi-
cada como tendo feito bem ou mal um exame, sendo p; a probabilidade da turma se sair bem em um exame
do tipo i. Suponha que p; = 0,3, po = 0,6 e p3 = 0,9. Se a turma se sair bem em um exame, entdo o proximo
exame é igualmente provavel que seja qualquer um dos trés tipos. Se a classe vai mal, entao o proximo ex-
ame é sempre do tipo 1. A longo prazo qual é a proporcao de vezes que o exame do tipo i € aplicado, i = 1,2, 37

6% Questao: Suponha que X seja uma variavel de Poisson com média A. Suponha também que A seja uma
variavel aleatoria com distribuigao exponencial com média 1. Determine P(X =n), n=10,1,2,....

7% Questao: Trés bolas brancas e trés bolas pretas sdo colocadas em 2 urnas de modo que cada urna sempre
contém trés bolas. A cada rodada uma bola ¢é sorteada de cada urna, e a bola da urna 1 e colocada na urna 2,
e a bola da urna 2 é colocada na urna 1.

a) Modele o problema como uma cadeia de Markov {X; k = 0,1, ...}, especificando os estados e o significado
de Xk

b) Dado que inicialmente urna 1 contém 3 bolas brancas, determine a probabilidade de se ter pelo menos 2
bolas brancas na urna 1 ap6s 6 rodadas.

¢) No limite quando k tende a infinito, determine a probabilidade de se ter n bolas brancas na urna 1,
n=20,1,23.

8% Questao: Seja a matriz de transicao P dada por

P:(p 1_p>.
1—-p p

Obtenha uma férmula para P™. Determine lim,, o P™.



9% Questao: Moeda 1 tem probabilidade 0,7 de sair cara, e moeda 2 tem probabilidade 0,6 de sair cara.
Se a moeda jogada hoje der cara, entao escolhe-se a moeda 1 para ser jogada no dia seguinte, caso contrario
escolhe-se a moeda 2. Se a moeda escolhida inicialmente é igualmente provéavel de ser a moeda 1 ou 2, qual é
a probabilidade de que a moeda jogada no terceiro dia seja a moeda 17

10* Questao: Uma matriz de transi¢do P ¢é dita ser duplamente estocéstica se ), p;; = 1 para todo j. Se a
cadeia é irredutivel, aperiddica, e possui M + 1 estados, mostre que as probabilidades limites sao dadas por

= =0,1,..., M.
T M—f—l"] P )

11* Questdo: Uma particula se move em um circulo marcado pelos pontos 0, 1, 2, 3, 4 (sentido horario). Em
cada instante a particula tem probabilidade p de se mover para a direita (sentido horario) e 1 — p para a
esquerda (sentido anti-horario). Seja X} a posigdo da particula no instante k.

a) Determine a matriz de transi¢do de probabilidades P.

b) A probabilidade da particula estar na posi¢ao 2 no instante k¥ = 8, dado que comegou na posi¢do 0 em
k = 0. Considere p = %

¢) Calcule as probabilidades limites.

12% Questao: Seja Y, o resultado da soma de n dados independentes. Determine
1My, — 00 P(Y,, € multiplo de 13).

13% Questao: Considere o problema da ruina do jogador com N = 4. Seja P; a probabilidade do jogador
sair vencedor quando comeca com ¢ e M; o nimero esperado de jogadas até o jogo terminar, com o jogador
quebrando ou ganhando 4. Calcule P; e M; para i = 1,2,3. Considere p = %.

14% Questao: Considere uma agéncia de correio com 2 servidores. Trés pessoas, A, B, C, entram simul-
taneamente na agéncia. A e B vao diretamente para os servidores, e C fica esperando até que A ou B termine
o servigo. Qual é a probabilidade de A ainda estar sendo servido depois de B e C' terem partido nas seguintes
condigoes:

a) o tempo de servigo de cada servidor é exatamente 10 minutos.
b) os tempos de servigo sdo ¢ minutos com probabilidades %, 1=1,2,3.

c¢) os tempos de servigo sdo exponenciais com média %

15 Questao: Mostre que se Ny (t) e Na(t) sdo processos de Poisson independentes com taxas A1 e Ay respecti-
vamente entdao Np(t) + Na(t) também é um processo de Poisson com taxa A1 + Ag.

16 Questao: Para um processo de Poisson N(t) com parametro A, obtenha a distribui¢do de
P(N(s) = k|N(t) = n)
para s < t.

17% Questao: Clientes chegam a um banco de acordo com um processo de Poisson com taxa A. Suponha
que 2 clientes tenham chegado ao banco na primeira 1 hora. Determine a probabilidade de que

a) ambos tenham chegado nos primeiros 20 minutos.
b) pelo menos 1 tenha chegado nos primeiros 20 minutos.

18% Questao: Uma companhia de seguros recebe pedidos semanais de pagamento de acordo com um processo
de Poisson com taxa A = 5 por semana. Se a quantia paga para cada apolice de seguro é exponencialmente
distribuida com média R$ 2000, 00, qual é a média e a variancia da quantia paga pela companhia em 4 semanas?

19 Questao: Méaquinas em uma fabrica falham a uma taxa exponencial de 6 por hora. Um tnico operério é
responsavel pelo reparo das maquinas, a uma taxa exponencial de 8 por hora. O custo pela produgdo perdida
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é¢ de R$ 10,00 por hora por maquina. Qual é o custo médio por hora gerado pelas maquinas fora de uso?
(Assuma que a fabrica possui um nimero muito grande de méaquinas, aproximando por infinito).

20 Questao: Considere uma fila infinita com um tnico servidor. Chegadas ocorrem de acordo com um processo
de Poisson a uma taxa A. O tempo de cada servigo é uma variavel exponencial com pardmetro p. Sempre que
um servigo é concluido o cliente pode retornar ao fim da fila com probabilidade 1 — « (portanto um cliente
pode ser servido mais de uma vez).

a) Escreva as equacgoes de balango e resolva-as para obter as probabilidades estacionarias P,, n = 0,1, ....
Estabeleca a condigao de equilibrio para a fila.

b) Obtenha o tempo de espera médio de um cliente entre a sua chegada até a 1% vez que é atendido.
¢) Qual ¢ a probabilidade de que um cliente seja atendido exatamente n vezes?

d) Qual é o tempo médio que um cliente gasta em servigo (ndo inclua o tempo na fila)?

21* Questao: Uma pequena barbearia, operada por um tnico barbeiro, tem espago para no maximo 2 clientes.
Clientes em potencial chegam de acordo com um processo de Poisson com taxa de 3 clientes por hora. O tempo
de servigo para cada cliente é uma variavel exponencial com média igual a 15 minutos. Determine:

a) o numero médio de clientes na barbearia.

b

a proporgao de clientes em potencial que entra na barbearia.

¢) o tempo médio gasto na barbearia por um cliente que entra.

d

)
)
)
) se o barbeiro pudesse trabalhar 2 vezes mais rapido, quantos clientes a mais ele poderia atender?

22 Questao: Clientes em potencial chegam a um posto de gasolina de acordo com um processo de Poisson com

taxa de 20 carros por hora. O posto tem espago para no méximo 3 carros. O tempo médio de atendimento é
exponencialmente distribuido com média de 5 minutos. Determine:

a) a proporc¢ao do tempo que o servidor ficard ocupado.

b) a proporcao de clientes em potencial que é perdida.

¢) o tempo médio gasto no sistema por um cliente que entra.

)
)
)
)

d) o tempo médio gasto na fila por um cliente que entra.

23* Questao: Clientes em potencial chegam a uma loja de acordo com um processo de Poisson com taxa de 40
clientes por hora. A loja tem espaco para, no méximo, 4 clientes. Enquanto o total de clientes na loja é menor
ou igual a 2 apenas um funcionario atende os clientes. O tempo de servigo desse funcionério é uma variavel
exponencial com média de 2 minutos. Quando a loja possui 3 ou 4 clientes, um assistente auxilia o trabalho
do funcionario de modo a reduzir o tempo esperado de servigo para 1 minuto. Determine:

a) a proporg¢ao do tempo que os servidores estao livres.

b) o pagamento que cada servidor devera receber se o total a ser pago ¢ de R$ 100,00, e cada servidor
recebera de acordo com o tempo efetivamente trabalhado.

24 Questao: Uma fabrica possui 3 méquinas e 2 estagdes de reparo. O tempo até falha de cada maquina
possui distribuigao exponencial com média de 10 horas. Cada estagdo de reparo leva um tempo exponencial
para reparar uma maquina defeituosa, com média de 8 horas. Determine:

a) o nimero médio de maquinas fora de uso.
b) a proporgao do tempo que as 2 estagdes de reparo estao ocupadas.

¢) a proporcao do tempo que cada maquina fica fora de uso.
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25% Questao: Considere um sistema de servigo sequéncial com 2 servidores, A e B. Um cliente que chega s6
entra se o servidor A estiver livre e, nesse caso, é imediatamente servido por este servidor. Quando o servigo
do servidor A é concluido, ele segue para o servidor B caso este esteja livre. Se o servidor B estiver ocupado, o
cliente vai embora imediatamente. Considerando que clientes em potencial chegam de acordo com um processo
de Poisson com taxa de 2 por hora, e que o tempo de servico dos servidores A e B sao variaveis exponenciais
com média de 15 minutos e 30 minutos respectivamente, determine:

a) a proporc¢ao de clientes que entra no sistema.

¢) o nuamero médio de clientes no sistema.

)
b) a proporgao de clientes que entra e recebe o servigo do servidor B.
)
d)

o tempo médio gasto no sistema por um cliente que entra.

26 Questao: Clientes chegam a uma fila ilimitada de acordo com um processo de Poisson com taxa A. Dois
servidores A e B atuam em paralelo, cada um com um tempo de servigo exponencialmente distribuido com
taxas pa e pup respectivamente. Quando o sistema estéa vazio, o cliente que chega se dirige ao servidor A com
probabilidade «, ou ao servidor B com probabilidade 1 — «. Nas outras situagoes o cliente na ponta da fila se
dirige ao primeiro servidor livre.

a) Apresente o diagrama de Markov deste modelo, e equacione as equagdes de balango.
b) Escreva em fungéo de P, o nimero médio de clientes no sistema, e o nimero médio de servidores ociosos.

c¢) Escreva em funcao de P, a probabilidade de um cliente ser atendido pelo servidor A.

27% Questao: Considere um equipamento que pode estar em 2 estados, em operagdo ou em reparo. A taxa
exponencial de falhas é A, e a taxa exponencial de reparos é p. Utilizando as equagoes de avango determine a
probabilidade do equipamento estar em operacao no instante ¢ dado que inicialmente o equipamento esta em
operagao.

28% Questao: Considere 2 maquinas, cada uma com taxa exponencial de falha A\. Um tnico servidor repara
as maquinas em caso de falhas, com um tempo exponencialmente distribuido com média +. Determine a
probabilidade dos 2 equipamentos estarem em operagao no instante ¢ dado que inicialmente os 2 equipamentos

estao em operagao.



