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Semana 17/05

E13. Seja n um inteiro impar. Para que
(x1=1) - (x2—=2) ...  (xn — )

seja par, basta que exista k tal que (zj — k) seja par, pois multiplicagdo de um
par por outro inteiro serd sempre par e para que (xy — k) seja par, basta que a
paridade de zj e k seja a mesma.

Foi provado em monitoria que se n é um inteiro impar e I e P sao os niimeros
de fmpares e pares, respectivamente, em [n]. Entdo I > P.

Como z1,xa,...,2, é um arranjo de [n] e é indexado por [n](com n fmpar),
entdo existem mais fmpares em [n] do que z, com r par em [n]. Logo, pelo
principio da casa dos pombos, existe um x; impar associado a um k fmpar.

Semana 24/05

E16.
item i Provaremos que se a,b € R, entao
b
¢ —2|_ > Vab.

Como a,b € R, temos que /a, VbeRe logo
(Va—vb)?* =0

2
Vab —2vavb+ Vb =0
a+b>2vavh
b
a4 ; > Vab
item ii Usando P(n) nos conjuntos de varidveis {x1,...,Zn} € {Znt1, Tni2, Tnts,
teremos que
T + e + Tn
AT T s T
n

—_

ey Top—1,Ton }



Tntl + Tnt2 + Tpy3 + ...+ Top—1 + Ton

- 2 Y/Tntl Tnt2  Tntsd ... Tan—1° Ton.

Logo temos que
Ti+ -+ Tp  Tpg1t+ o+ Top

+ 2z Tt YTt - Top

n n
x1+...+xn+zn+l+...+z2n {yxl._._.xn_i'_ {z/xn+1~x2n
> (1)

2n 2

Como z1,...,%2, € Ry, entao /21 ...~ ap € Y/ Tpy1 - - - - T2n SA0 NUMeros

reais, logo podemos usar P(2) neles, ou seja, temos

YTy T+ YTt
2

x2
n2\/{L/wln..-ﬂcn‘{”/mn+1'~"'x2” (2)

Por (1), (2) e a transitividade de >, temos que

14+ Ty + Ty + 0+ Top
A/ VT T Y Tpg1 - Ton
2n
> Rxy ... Ty
item iii Temos que P(n) é verdadeira, ou seja, para x1,Ta,..., T, € Ry.
1+ + Ty .
S T
n
Entao, em particular, vale para todo x1,z2,...,2, € Ry em que

_$1+...+xn,1
" n—1 '

Entao temos

1+ ...+ Tp-1
n—1

(n—Dxp,=z14+ ...+ Tpn_1

Ny — Ty =21+ ...+ Tp_1

Ty =

Ny, =21+ ...+ Tp—1+ Ty
1+ ... +Tp—1+xp

Ty =
n
= Yx1- ... Ty
Se tivermos x,, = 0, entdo por 3 e como z; > 0 para todo i € {1,...,n — 1},
temos que para todo i € {1,...,n — 1} temos que x; = 0 e logo

1+ ...+ THh1

=——=020= VY21 -... 251

" n—1



e logo vale P(n — 1). Caso z,, # 0, entdo continuemos a conta:

Ty = VT ... Ty

n
nZ L1 ... Ty
xn
n
721’1'...'!1771,1
xTL
n—1
T,  ZX1... Tp—1
Ty 2 "WT1 . T

e logo vale P(n —1).
Uma outra resolugao possivel é: Para todo 1 < i < n — 1 temos que

Ti+ XTip1

5 2 \/TiTi1

Entao temos que

1 r1+x Tp—1+ Tn 1
n(122+...+12) > L(ET o ETE)

Por P(n), temos que

1 ,
E(\/ T1Ta + ...+ xn—lxn) P {/\/ T1X2 "+ v \/Tp—1Tn

Da transitividade de > temos que segue o resultado.

item iv A partir de ¢ e # podemos mostrar, por indugao, que P(2"), vale
para todo n € N*. Para isso adotemos o caso base como P(2) que foi provado
no item 4.

Agora assuma que vale para algum k € N*, ou seja, assuma que P(2F)
verdadeiro. Mostraremos que vale para k + 1, o que é imediato, pois como P(2
e P(2%) valem(hipétese de inducio), entdo pelo item 4i, temos que P(2-2F) =
P(2F+1) ¢é verdadeiro.

Logo, pelo principio de inducéo finita, vale para todo n € N*.

Agora considere m € N* mostraremos que P(m) vale. Note primeiro que
existe k € N* tal que 2k=1 <'m < 2%, Como visto em calculo 1:

~— (O

lim 2% = oo

e logo néo existe m € N tal que 2% < m para todo z € R (e logo em particular,

para todo x € N).
J& provamos que P(2%) é verdadeiro e pelo item iii temos que

P2k 1), P(2F —2), P(2" = 3),..., P(2""1 + 1), P2 1)

valem. Como m € N, 28=1 < m < 2% ¢ acima abordamos todos os naturais
entre 271 ¢ 2%, entdo em algum momento abordamos m. Terminamos.



Uma maneira mais algoritmica (ou construtiva) de resolver essa parte é escr-
ever m em base dois e chamar de d o nimero de digitos de m nessa base, entao
defina k := d + 1 e se convenca que 2¥ > m(essa um algoritmo p encontrar o 2*
comentado anteriormente).

Agora considere p, o nimero escrito em base 2, cujo o i-ésimo digito é dado

por
0, sem; =1
pi =

1, sem; =0

Entdo se convenca de que m = 2* — (p+ 1) em base 2.
Semana 07/06

E11. Seja

Logo temos que
nn—1!=7rl(n-1r)Q

Assim temos que n | r!(n — r)!Q. Como n é primo, temos que n | Q ou n
rl(n — r)l. Basta mostrarmos que n t rl(n —r)!.
Faremos por contradi¢ao, suponha que

n|rli(n—r)l

Entéo novamente, como n é primo, temos que n | rl oun | (n —r)l.

Note que n 1 r!, pois para todo 0 < m < r — 1 e todo p primo que divide
(r — m), satisfaz que

pL<r—m<r<n

e logo p # n. Ou seja, p ndo estd na decomposi¢do em primos de r — m.Logo n
néo divide as parcelas de r! =r(r—1) - (r —2)-...-2-1 e assim nao divide r!.

Agora note que n { (n—r)!, pois para todo 0 < m < n—r—1 e todo p primo
que divide (n — r — m), satisfaz que

p<n—r—m<n

ja que r > 1 e logo p # n. Ou seja, p ndo estd na decomposicdo em primos de
n —r —m. Obtendo uma contradigao.



