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E1l.
item a

g(em) = ag + a1 (em) + ag(cm)2 44 ad,l(cm)d_1 + ad(cm)d

d—1 d

=ag+aicm+ agc2m2 + -4 ag_1C mé1 + adcdm

=c(14 aym + agem® 4+ - + ag_1c42md1 4+ adcd_lmd)
Definindo z := 1+ aim + asem?® + - - - + ag_1¢*2m? 1 + agc?'m?, obtemos
dem) = c 1)

Logo ¢(e¢m) é multiplo de c.

item b
Queremos provar que (o polinémio ¢ nao é constante e ¢ > 1) = (existem
infinitos valores valores n para os quais ¢(n) € Z nao sdo primos).

Lembrete: Um polindémio p(n) ser constante significa que p(n) = ag € Z,

que g(n) = ag + ain +agn?® + - +ag_n ' +ameaqg #0

ou seja, p(n) é uma constante em Z. Se tivermos ¢g(n) ndo constante significa

Observando a igualdade (1), notamos que basta provar que ¢ > 1 e z > 1,
pois af g(n) ndo satisfard a defini¢ado de primo.

Por hipétese, temos que ¢ > 1, entao resta somente mostrar que existem
infinitos valores tais que > 1.

Primeiro, existe um valor N € Z tal que para todo n > N, temos |p(n)| > 0.

Se tivermos ag < 0, entdo p(n) < 0, logo p(n) ndo serd primo para todo
n> N.



Se ag > 0, entao podemos pedir algo mais forte. Note que ¢ = ag é fixo,
entdo temos que existe W € Z tal que para todo w > W temos que g(cw) > c.
Assim temos

Em (2), usei que ¢ > 1 > 0. Concluimos que para todo w € Z tal que w > W,
g(cw) nao é primo.
item c
Notemos que nao temos mais a hipétese de ¢ > 1. Escolhemos n = 0.
Se tivermos ¢ < 1, entéo:

Q(n) =c+an+ a2n2 et ad_lndﬂ + &dnd
=c+n- (a‘l —+ asn + 4 ad—lnd72 + adndil)

q0)=c+0-(a; +a0+---+ ad_10d72 + adOdfl)
=c

<1

Como o menor primo é 2, segue que ¢(n) nao é primo.

E2.
Queremos provar que 1 = —1 — 2 = 1. Para tal vamos assumir podemos
realizar operagao em ambos os lados de uma igualdade.
Suponhamos que 1 = —1, entao temos
1=-1 =
1+1=-1+1 =
2=0 =
2x1=0 ==
1=0/2 —
1=0 =
1+41=0+1 ==
2=1
E3.

a) Acho essa proposta meio overkill, mas que tal isso:



Como r < 0, s <0, entao rs < 0. Como o enunciado fala, rs terd duas
raizes quadradas, uma positiva e uma negativa, ou seja, existe um tnico

numero real positivo tal que

1’2:7’8

e o denotamos por /rs, mas notemos que

(VIVE)? = VIVEViva
= VIViVEVE
— (VWY

=rs
Pela unicidade da raiz, temos que /r/s = /Ts.
b) Quando fazemos a passagem /(—1)(—1) = /—14/—1 passamos a trabal-

har com a multiplicagdo de 2 niimeros complexos, pois v/—1 = i. Como os
complexos sao definidos da forma z = ai + b, v/—1 deve ser representado
como i, por definigdo. Assim chegamos que v—1v/—-1=1i-7=1.

V2 . ~ . .
E4. Se x = /2"~ for racional, entdo acabamos, pois temos que /2 é um
irracional que elevado a outro irracional resultara em um racional.
Caso z seja irracional, entao

Il
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E5. Provaremos por contradicao. Defino y := logzn. Suponha que y € Q mas
y ¢ Zey ¢l Sabemos que 7¥ = n. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética,
sabemos que n = p¥lpt2..p2" com py sendo primos e xk inteiros. Mas n = 7Y
e 7 de fato é primo, mas y nao € inteiro pela nossa suposi¢ao, entao chegamos
a uma contradigao.

E6.
Prova direta: Pelo teorema fundamental da aritmética, a admite uma
tnica decomposicao em primos

a=pi Xpy X X Py (3)



Dessa forma, temos que a seguinte decomposi¢ao em primos de a™ = p x py x
- x plt,. Como o teorema fundamental da aritmética garante que a decom-
posicao em primos € Unica, temos que essa é a decomposigao de a”.
Como a™ é par, temos que 2 | a™*, logo existe i € {1,...m} tal que 2 = p;.
Logo 2 esta na decomposi¢ao em primos de a, logo 2 | a e portanto a é par.

Prova por contradigao: Suponha a {mpar, entdo na decomposigao (3)
temos que p; # 2, para todo i € {1,...,m}.

Como a™ = p} x pi x --- x p", temos que 2 { a"f, logo @™ é fmpar. Uma
contradi¢cao com o fato de a™ ser par.

E7.

Suponha que a = b = \/n. Neste caso, ab = \/ny/n = n. Suponha agora que
a>+/nEb>/n. Entdo ab > /ny/n > n, mas ab deveria ser IGUAL a n, o
que é uma contradicao.

Portanto, a NEGACAO de (a > v/n E b > /n) é verdadeira, ou seja, a OU b
é(séo) menor(es) que n.

(@ Ay) =3V oy

ES8. Se n? é miltiplo de 3, n? é da forma 3z, sendo = também um inteiro nio
negativo e menor que n?. Entdo, n? =3z = n = 3% — n = 3y. Portanto n é
multiplo de 3.

E9.
Existem varios exemplos possiveis, vamos criar varios “numa tacada sé”.
Vamos definir m := p? xp3 x---xp2, onde py, pa, ..., p, sdo primos distintos.
Entao n :=p; X pa X -++ X py, X v, onde v é um primo distinto dos demais.
Pois

n? =pl xpsx---xp2 xv:=mxv?

Ou seja, n? é miiltiplo de m.
Agora vamos provar, por contradicdo, que m { n. Suponha que m | n, logo
existe x € Z tal que

mXXxT=mn
2 2 2 —
P X Py X X Py XX =P1 X P X X Py XU
P1L X P2 X X Py XT =10

Logo temos que z | v, como v é primo, temos que ou z = 1 ou = = v.
Se x = 1, obtemos p; X py X -+ X p, = v, um absurdo, pois v é primo.

*Lembre que essa é a notagao para “2 divide a™”

TLembre que essa é a notacéo para “2 nao divide a™”



Se x = v, obtemos
P1 X P2 Xt X Py XT =0
P1 X P2 X X Py XU=V
P1 X P2 X Xpy =1

Uma contradicdo com o fato de p1, pa,..., p, serem primos.} Se tomarmos v
muito grande, teremos n > m.

E10.

a) Vamos provar por contradicio. Suponha que v/2 seja racional.

Notemos que v/2 > 1, pois

2>1
V2 >V1 (4)
V2>1

Em 4, usei o fato de que raiz quadrada é uma funcao estritamente cres-
cente.

Logo temos que V2—-1>0. Logo, como V2-1e Q, temos que existem
P, qo € Z tais que p > 0, go >0 e

V2-1=2

q0

Logo temos que (v2—1)gy = p € Z. Seja q o menor desses qq, formalmente
falando:

q:=min{qo : qo € Z,qo >0, (V2 —1)qo € Z}
Note que esse minimo existe, pois gy > 1 para todo gy no conjunto acima.
Agora seja ¢’ := (v/2 — 1)g, notemos que
(V2-1)¢' = (V2-1)(V2—1)q
=(2-2V2+1)g
=q-2(V2-1)q€Z

Como (v/2—1) < 1, temos que g > ¢’, o que contradiz a minimidade de ¢.

b) (discusséo)

fLembrem que primos sdo necessariamente diferentes que 1.



E11. Queremos mostrar que se k € N néo é da forma k = n™, entdo Vk é
irracional.

Considere o polinomio p(x) = 2™ — k, notemos que }/k é raiz desse poli-
nomio. Logo ele é ou um inteiro ou irracional.

Suponha que Vk seja inteiro, logo podemos tomar %k = n, daf temos que

Vk=n
(VR ="
k=n"

Logo, por contrapositiva, se k nao tiver forma k = n™, entdo ¥k é irracional.

E12. Seja A := {{1,{2}},{3}}. Os elementos de A sao {{1,{2}} e {3}, pois

{{1,{2}} e Ae {3} € A
Os subconjuntos de A sdo 0, {{3}}, {{{1,{2}}} ¢ A.

E13. Se temos que A C B e B C C, entao vale

Ve,r € A = x€B (5)
Ve,x € B = xz€C (6)

Se temos x € A, entdo por 5 temos que x € B e logo, por 6, temos que = € C,
ou seja, vale que
Ve,t €A — z€C

Logo A C C.

E14.Seja A um conjunto com n elementos. Todos seus subconjuntos tém de
0 até n elementos. Desse modo, a quantidade de subconjuntos é a soma da
combinagao n-escolhe-k, para cada k de 1 a n, ou seja, cada tamanho possivel

de subconjunto, mais 1, que seria o conjunto vazio. Portanto, um conjunto com
n elementos tem:

- n! " /n
;k!(n—k)!+1:;(k>+l (™)

subconjuntos.

E15. Sim. A C B, pois a afirmacdo x € A = x € B é verdadeira.
Analogamente B C A, pois x € B = x € A.

E1l6.

a) Falsa. Pois {{0}} U0 = {{0}} # {0, {0}}
b) Verdadeira.



c¢) Falsa. Pois
{0,403} N {{0}, {{0}}} = {{0}} # {0}
d) Verdadeira.

E17.

Mostraremos que

AN(B-C)C(ANB)—(ANC) e que
AN(B-C)2(ANB)—(ANC)

Sejax e AN(B—C),entdaor € Aexec(B—C),entaoxr € Bex ¢ C.

Logo temos z € (ANB) ex ¢ C, logoxz € (ANB)—C. Como (ANB) C A,
temos que z € (AN B) — (ANC).

Agorasejax € (ANB)— (ANC), entao x € (ANB) ez & (ANC). Entao,
por um lado x € A e x € B, mas por outro x € A ou x € C. Se tivéssemos
x & A, entdo teriamos uma contradicao, logo deduzimos que z & C.

Resumindo, temos que x € A,z € Bex g C,entdiox € Aex € (B-C)e
conclufmos que z € AN (B —C).

(AU B\ (AU ¢)




Esse é um exemplo de “proof by picture”, em que a figura deixa “6bvio” o
porqué uma certa afirmacao é verdadeira ou falsa.

Figuras nao sao suficiente para provarmos de fato, mas podem dar ideias de
como podemos fazé-lo. Para mostrarmos que

AU(B-C)#(AUB)—-(AUCQ)

temos que encontrar um z tal que z € AU(B—C)exz ¢ (AUB)—(AUC). A
figura nos dé a ideia de considerar x € A. Vamos provar!

Seja x € A, entdo x € AU (B — C). Agora para todoy € (AUB) — (AUC)
temos que y € AUC e logo y ¢ A, assim necessariamente temos que x # y, ou
seja, t ¢ (AUB) — (AU ().

E18.
Recomendamos que vocé faga o grafico de Venn-Euler desses conjuntos!
Provaremos que

AA(BAC) 2 (AAB)AC

Seja © € (AAB)AC, entao z € ((AAB)UC) \ ((AAB)NC). Entéo z €
(AAB)UC) ex ¢ ((AAB)N(C).

Pela defini¢do de unido, temos que ou z € AAB ou x € C, vamos quebrar
em casos:

Caso 1: z € (AAB): ex ¢ C
Sabemos que x € (AUB)— (ANDB), entao x € (AUB) e x ¢ (AN B). Portanto,
ouzx € A ou x € B, mas nao pertence a ambos.

Subcaso 1.1: z€ Aex & B:

Como x € A, temos que x € AU (BAC).

Por hipétese do caso 1, temos que = ¢ C, logo, como x ¢ B, temos que
x ¢ BAC e logo que © ¢ AN (BAC) e assim que para o caso 1.1 temos que
x € AA(BACQC).

Subcaso 1.2: xt ¢ Aex € B:

Como = ¢ A temos que z ¢ AN (BAC). Entdo basta mostrar que = €
AU (BAC).

Por hipétese do caso 1, temos que © ¢ C, assim x € BUC e x ¢ BNC, logo
x € BAC e segue que x € AU (BAC).

Caso 2: z € C:

Queremos mostrar que x € AA(BAC) = AU (BAC)\ An (BAC).

Como =z ¢ AAB, entao temos dois casos a avaliar: quando x € AN B e
quando z ¢ AUB

Caso 2.1: t € AN B:



Como z € AN B, entdo x € A elogo z € AU (BAC). Agora, como z € C' e
x € B, temos que x € BNC elogo x ¢ (BAC) concluindo assim z ¢ AN(BAC).

Caso 2.2: z ¢ AU B:
Notemos que € BAC, pois ¢ € C e x & B, logo x € AU (BAC). Por fim,
x ¢ AN(BAC), pois x ¢ A.

Para mostrar que
AA(BAC) C (AAB)AC
note primeiro que A é comutativo, ou seja, XAY = YAX (prove!) logo temos
que
AA(BAC) = (BAC)AA
Entao pode-se repetir a prova anterior, mas trocando A por B, B por C e
C por A.

A resolugao dessa questao foi inspirada no comeco de resolugao apresentada
em:

https://www.math.ksu.edu/"dav/S2021ptset/Delta-is-assc.pdf



