MAP 2121 - CALCULO NUMERICO (POLI)

Lista de Exercicios sobre o Método dos Minimos Quadrados

: Usando o método dos minimos quadrados de maneira conveniente, aproxime os pontos da tabela
abaixo por uma funcao do tipo a + bx.

x 0 1 2 3
f(z) 1 2 4 8

: Um objeto foi langado verticalmente do alto de um prédio. Sua altura foi registrada a cada segundo
ap6s o lancamento e os dados obtidos encontram-se na tabela abaixo.

Altura (m) 192 180 150 115 72
Tempo (s) 1 2 3 4 5

Utilize o método dos minimos quadrados para estimar a altura do prédio h, a velocidade inicial
de lancamento vg e o valor da aceleragao da gravidade g.

: (a) Determine uma base ortogonal, em rela¢ao ao produto interno
s

(f.9) = f(x)g(z) de,
—T

para o espago vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a dois (com coeficientes reais).
(b) Determine os coeficientes a, b, ¢ para os quais o valor da integral
T 2
/ (sinl‘ —a—bxr — ch) dx
—T

seja o menor possivel.
: Seja f(x) = 7 — |z| definida no intervalo [—m, 7).

(a) Efetue a analise harmonica de f até o harménico de terceira ordem.

(b) Determine o polinémio da forma p(z) = ag+ a17 + asz? que melhor aproxima f no intervalo
dado segundo o produto interno:

(p, ) = ) o(x)(x)dx.

—T

(c) Qual das duas aproximagoes, a harmoénica da parte (a) ou a polinomial da parte (b), é a que
envolve o menor erro quadratico? Justifique.

: Efetue a analise harmonica da funcao f : [—1,1] — R dada por
1
@) = |lal - 5

até o harmonico de primeira ordem.

: Os polindmios {1,z,r? — 1/3} sdo ortogonais no intervalo [—1,1] em relacio ao produto interno
(f.g9) = fil f(z)g(z)dz. Use este fato para aproximar a fungao f(t) = 1 — |2¢ — 5| no intervalo
[2, 3] por polinémios de grau menor ou igual a 2 pelo método dos minimos quadrados (segundo o
produto interno (f, g) = f23 f(t)g(t)dt).

: Os pregos de um ativo financeiro em 6 meses consecutivos (t; = i, i = 1,...,6) s@o os seguintes
R = (21.3,21.8,21.2,21.3,20.5,21.0) (valores em reais). Desejamos estimar o comportamento dos
precos segundo uma funcdo linear R(t) = « + ft, atribuindo maior peso as observagoes mais
recentes. Usaremos os seguintes pesos para os meses de 1 a 6: A = (0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0).
Pede-se determinar: a reta de ajuste de minimos quadrados R, segundo o produto interno (z,y) =
Z?:1 \iz;yi, e a volatilidade da amostra, isto ¢, o valor ¢ dado por o2 = Z?:1 Ai (Ri — R(ti))2,
onde R; sdo as componentes do vetor R dos pregos do ativo financeiro.
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Sao dadas as fungoes u = (—1/2,—-1/2,0,3/2,1/2), v = (0,1,-1,1,0), w = (1,2,0,1,0) e p =
(1,1,1,1,1), todas elas definidas nos pontos z; = i, i« = 1,...,5. Desejamos determinar a, b e ¢
reais, tal que ||f — p|| seja minimo, onde f = au +bv +cw e ||f —p||*> = Z?Zl (f(2) — p(:vi))z.

(a) Escreva um sistema linear para a resolugao deste problema.

(b) Verifique se o critério de Sassenfeld para convergéncia do método de Gauss-Seidel é satisfeito
para este sistema.

(c) Reordene o sistema (através de uma reordenagao dos vetores u,v e w) de forma a garantir a
convergéncia do método de Gauss-Seidel para este sistema.

: Sabe-se que p(z) = 3x/4 é o polinémio de grau menor ou igual a 2 que melhor aproxima a fungao

f(z) no intervalo [-1,1] pelo método dos minimos quadrados (com o produto interno (f,g) =
[-, f(z)g(z) dz), onde f(z) = 22, se z € [0,1] e f(z) = —z?, se € [~1,0]. Sabendo que as
funcoes 1, z e 2% — 1 /3 sdo os 3 primeiros polindmios monicos ortogonais em relacao ao produto
interno dado, determine o polindmio de grau menor ou igual a 3 que melhor aproxima f(z) em
[-1,1] pelo MMQ.

E dada uma funcio continua f, de perfodo 4, linear em cada intervalo [i,i + 1], i € Z, tal que
f(=2)=f(2) =1, f(-=1) = f(1) =0e f(0) = 2. Faca a analise harmonica de f até os harmonicos
de ordem 2.

Mediu-se o valor de uma fun¢ao f nos instantes 0, 1, 2 e 3, obtendo-se respectivamente os valores
0.6, 4.7, 40 e 365. Sabendo que f(z) é da forma f(z) = a3%, utilize o método dos minimos
quadrados para estimar os valores de a e b.

Em uma fabrica dispoe-se de 3 méaquinas para produgao de 4 produtos (p1,p2, ps € p4). A maquina
my produz 6 toneladas por hora, sendo 3 de p1, 0 de p2, 1 de p3 e 2 de py, a maquina meo produz 6
toneladas por hora, sendo 2 de p1, 1 de p2, 2 de p3 e 1 de py, enquanto que a maquina ms produz
5 toneladas por hora, sendo 1 de p1, 3 de po, 0 de p3 e 1 de py. A fabrica recebe um pedido de
11 toneladas de p1, 7.9 de po, 6.4 de p3 e 9.3 de py. Determine quantas horas deve ser utilizada
cada méaquina de maneira que a soma dos quadrados das diferencas entre as quantidades pedidas
e produzidas de cada produto seja minima.

Determine os termos gerais da Anélise Harmonica da fungao 27 periodica ¢, dada por: ¢c(z) = 1/€
para x € [—€/2,€¢/2] e ¢pc(x) = 0 para z € [—m, —€¢/2] e  €e/2, 7], onde ¢ < 1. Como eles se
comportam quando € — 07

Determine a, b e ¢ de maneira a tornar minimo o valor de:

1
/ (a4 bz + ccos 2rx — sin 27z)? dx
0

Aproxime a func¢ao tabelada abaixo por uma funcao do tipo

100

)=
9(t) 1+ qe= Pt

(determinando « e ), através de um método de minimos quadrados discreto.

t o 1 2 3 4 5 6
F(t)|10 15 23 33 45 58 69




MAP3121 - Métodos Numéricos e Aplicagoes

16: A tabela

r| 2,70 2,00 1,61 1,20 1,02
g 48° 67° 83° 108° 126°

foi gerada a partir de posi¢oes de um cometa em coordenadas polares convenientes. Sabendo-se que a 6rbita do cometa

é descrita pela lei de Kepler
p

r= -
1—e cosf’

estime p e e usando o método dos minimos quadrados.

17: A tabela

| 1 2 3 4 5
y|102 91 70 39 2

foi gerada a partir de medidas de posicao de um objeto arremessado do alto de um edificio, onde y é a altura do objeto
(em metros) e x é a sua distancia ao edificio na diregao horizontal.

i) Use o método dos minimos quadrados para estimar a trajetéria (suponha um movimento uniformemente acelerado
sob a acdo de g = 10 m/s?).

ii) Que estimativa se obtém para a altura do edificio e para a velocidade de lancamento do objeto?
Sugestdo: Utilize y(z) = a+b (z — 3) + ¢ (z — 3)? para simplificar as contas.

18: Considere o sistema linear sobredeterminado

1 -1 1 1
2 -1 1 N oo
1 1 0 T2 )=
3 1 -1 3 0

i) Qual sistema linear se obtém ao resolvé-lo pelo MMQ? (Corresponde ao célculo da projegdo ortogonal do lado
direito do sistema no espago gerado pelos 3 vetores formados pelas colunas da matriz)

ii) O sistema resultante pode ser resolvido por Gauss-Seidel? Justifique.

iii) Resolva-o por eliminacao de Gauss com 2 algarismos significativos e condensagao pivotal.

19: Seja w(z) definida no intervalo [,1] como w(z) = €l3*=2l + ¢(z), onde q( ) é um polinémio de grau 2. Sdo

dados os 3 primeiros polindémios ortogonais em relagao ao produto interno (f, g) f f(@)g(z)dz: po =1, p1 = =,
p2 = 2% = 1/3 e que (po,po) = 2, (p1,p1) = 2/3, (p2,p2) = 8/45.

a) Determine o polindmio de grau menor ou igual a 2 que melhor aproxima w(z) segundo a norma dada pelo
produto interno (f, g) f f(x)g(z)dz. Calcule o erro quadrético;

b) Construa uma particio com 5 pontos igualmente espacados de [1 5, 1] e calcule w(r) nesses pontos. Aproxime
essa tabela por um polindémio de grau 2. Calcule o erro quadrético;

c) Use os polinémios de Legendre pg, p1, p2 € aproxime a funcdo w(zx);

d) As fungdes aproximadoras obtidas em (a) e (¢) sdo iguais? Justifique sua resposta.



20: Os polinémios 1, x, 22 — 1/3 e 2® — 3x/5 sdo ortogonais em relagiao ao produto interno f_ll f(z)g(x)dx. Use-os

para obter os polinébmios moénicos ortogonais em relagao ao produto interno fEQ f(@)g(xz)dz. Qual o polinémio de grau

menor ou igual a 2 que melhor aproxima f(x) = 2% em [~2,2] em relacdo a este produto interno? (pense!)

21: Faca a anlise harmonica da funcio 27-periédica f(z), onde f(x) = z(27 — x)/m? em [0, 27, até o harmonico de
primeira ordem. Nos cédlculos dos produtos internos envolvendo f vocé deve utilizar o método de n-Simpsons. Mostre
que em duas das integrais o uso de 1-Simpsons ja produz o valor exato da integral, justificando. A integral restante
deve ser avaliada por 4-Simpsons. Estime o erro na amplitude do primeiro harménico.

r+1

Py definida no intervalo [—2, 1].

22: Considere a fungdo f(z) =
a) Aproxime f por um polindémio g; de segundo grau, utilizando o MMQ.

2
b) Aproxime f por um polindémio go da forma go(x) = ZbkLk(x), onde os Ly sdo os polinémios de Legrende,
k=0

ortogonais segundo o produto interno

: 0, ij
< hi,h]‘ >= / hl(l‘)hj(.’lﬁ)dl' = 2 i=
-1 2ir1 7

c¢) Construa os trés primeiros polinémios monicos gx, k = 0,1, 2 ... ortogonais segundo o produto interno

1
< hi7hj >:/ h,(x)hj(x)dx
—2

2
e aproxime f por gs da forma gs(x) = Z crqr(x)
k=0

d) Avalie g1(a), g2(@) e go2() para o = {—2,—1,0,1} e identifique, para cada a, qual é a melhor aproximagao
obtida, considerando como medida o erro absoluto.

23: (MMQ continuo)

a) Um polinémio ménico de grau 3 é um polinémio da forma p(z) = x3 + pa(z), onde po(z) é um polinémio de grau
menor ou igual a 2. Mostre que dentre os polinémios monicos de grau 3,

p(z) = 2° — 2.4x é o de menor norma, sendo a norma de um polinémio dada por ||p(z)|| = [ p?(z)dz.

1
. . . 2 . .
b) Determine a, b e ¢ para os quais o valor da integral [ (cos(x) —a—bxr — cm2) dx seja o menor possivel (apre-
-1
sente os cdlculos de todas as integrais necessdrias para a resolugao da questao).

Dica: considere os polinémios {p;(z) = 1,p2(z) = x,p3(x) = 22 — 1/3} e a seguinte tabela de integrais

1 1 1
In@p@i=2  [p@p@i=0 @m0
jmwmwm—g jm@m@m—o



24: Mediu-se o valor aproximado de uma funcao f, obtendo-se os seguintes valores:

-2 -1 0 1
f@) |1 2 8 4 1
Sabendo que f é da forma f(z) = a?ﬁ(“’*V)Q;

a) Utilize o método dos minimos quadrados para estimar os valores de «, 8 e . Mostre todas as etapas da
linearizagao, da montagem do sistema, e resolva o sistema analiticamente ou com algum método nimerico
ensinado na disciplina (Eliminagdo de Gauss, Jacobi ou Gauss-Seidel).

b) Calcule o erro cometido na aproximagao.

_ logy() _ log,(z)
logyo(b)  log.(b)

25: Considere a funcao 2m-periddica definida por

Observagao: log,(z)

—z, 0<x<

)

o[

<zr<

| §

il
2
f@y=a-2, &

<z

IN

27,

a) Faga a andlise harmonica de f até o harmonico de ordem 2.
b) Deseja-se obter uma aproximagao da forma

N
ag + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

para a solucao da equagao diferencial .
—t (z) +t(z) = f(z)

onde f é a funcdo do item a). Calcule ag, a1, ag, by e ba.

26: Conhece-se os seguintes valores de uma funcao: f(0.25) = 0.082, f(0.5) = 0.27, f(1) =1, f(2) =4.3 e f(4) = 21.
Aproxime f(z) por uma funcio do tipo g(z) = ax®*¢1°82% segundo um método dos minimos quadrados (discreto).

27: Aproxime f(z) = \x|% em [—1,1] por um polinémio de grau menor ou igual a dois pelo método dos minimos
quadrados, em relacao ao produto interno (f, g) = f_ll f(@)g(x)dx.

28: Os polindmios po(z) = 1, p1(z) = , pa(x) = 22 — 1 e p3(x) = 23 — 42 sdo ortogonais em relacio a um produto
interno, para o qual sabemos que (p;,p;) =i+ 1,7=0,1,2,3.

a) Sendo p(x) = Z?:o a;p;(z) determine ||p||? = (p, p) em fungao de seus coeficientes a;.
b) Se p(0) = 1 qual o menor valor que ||p||? pode assumir?

c¢) Dentre os polindémios de grau menor ou igual a 3 com p(0) = 1 qual terd a menor norma?

29: Seja f(z) = 1 — |z|, definida para —1 < z < 1. Encontre a e b reais que minimizam a integral

/1 [f(z) — az? —b]de.

-1

Trabalhe com fragoes e forneca a resposta exata.



30: As coordenadas de um ponto P = (z,y) no plano podem ser deteminadas conhecendo-se a distancia dele a trés
pontos de referéncia P; = (p;,qi), @ = 1,2,3, nao colineares. Se P estd préximo a origem e os pontos de referéncia
longe dela, a distancia d; de P a P; pode ser aproximada pela expressdo d; = r; — 22 — &% onde r; = NI
As medidas das distancias estao queltas a erros. Foram medidas as distancias d; = 49 4, d2 =49.6 e d3 = 51.2 em
relagdo aos pontos P; = (50,0), P, = (—30,40) e P; = (—30,—40), respectivamente. Determine as coordenadas de P
resolvendo o sistema linear sobredeterminado para (z,y) segundo o MMQ.



