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Os nUmeros reais com estrutura

O conjunto dos numeros reais R, possui dois
elementos diferenciados, a origem e a unidade.
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Alguns conjuntos com estrutura

O conjunto dos numeros reais R, possui dois
elementos diferenciados, a origem e a unidade.

Determinando esses elementos, o conjunto pode ser
representado geometricamente:




Alguns conjuntos com estrutura

O conjunto dos numeros reais R, possui dois
elementos diferenciados, a origem e a unidade.

Determinando esses elementos, o conjunto pode ser
representado geometricamente:
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O conjunto R, nao é apenas um conjunto, ele tem
uma estrutura, munido por exemplo de uma
relacdo de ordem “menor que”.




Operac¢6es no conjunto R

Podemos também operar seus elementos:

Adicao (+), que satisfaz as propriedades de clausura,
conmutatividade, associatividade, existéncia de
um elemento neutro e existéncia de elementos
Inversos aditivos.

Multiplicacao (-), que satisfaz as propriedades de
clausura, conmutatividade, associatividade,
existéncia de um elemento neutro e existéncia de
elementos inversos para os elementos nao nulos.

Propriedades de distributividade valem quando
temos adicao e multiplicacao juntos.



Estrutura algebrica

Juntando o conjunto dos nimeros reais e suas
operacOes criamos uma estrutura algébrica, e nela
as propriedades mencionadas sao satisfeitas:

(R’ +’.)

e uma estrutura algebrica. Essa estrutura algebrica
¢ chamada de “corpo”.



Estrutura algebrica

Juntando o conjunto dos nimeros reais e suas
operacOes criamos uma estrutura algébrica, e nela
muitas propriedades sao satisfeitas:

(R, +,)
e uma estrutura algeébrica. Essa estrutura algéebrica
¢ chamada de “corpo”.

Nao desenvolveremos a ideia de “corpo”, pois
estamos interessados em uma estrutura algébrica
menos restritiva que vale para 0s conjuntos que ja
utilizamos (como 0s conjuntos de matrizes) e
outros gque estudaremos posteriormente.



Conjuntos de matrizes e operacoes

Lembremos do conjunto de matrizes de ordem 2 X 2

A11 A2
Myyo = {[a21 Clzz] / A11,Q12, Q21,027 € R}

[ez —1
4.3 4.5




Conjuntos de matrizes e operacoes

Adicao:
[(111 a12 b11
Azq azz b21

b12] [an

byl lazy

T b11

T b21

Multiplicacao vezes escalar: Seja a € R,
[a11 a12] [“an “a12]

a1 dAz21 LAy

Multiplicacao de matr

a11 alZ] [b11 b1
a21 Udz2 b21 b22
:[a11b11
ay1b11

1 ddpo
1Zes:

]:

+ a,,b7¢
+ ay,b54

a11b12
ay1b17

Ay + byy
Azz + by

+ ai,b5;
ay2D55 9




Estrutura algebrica

Observamos que temos trés operacdes com 0s
elementos das matrizes de M, .

Vamos juntar o conjunto de matrizes com as duas
primeiras operacoes mencionadas (“adicao” e
“multiplicacao vezes escalar’) para formar uma
estrutura

(MZXZJ@J ®)

Observar: Hemos formado uma terna com um
conjunto nao vazio, uma operacao “adi¢cao” e uma
outra operacao “multiplicacao vezes escalar”.
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Espaco vetorial - Definicao

Um conjunto nao vazio E, no qual estao definidas
duas operacdes ® e ®, € um espaco vetorial se as
seguintes propriedades sao satisfeitas:

Al:Se ueE,veE=u®veE
A2:Vu,veE=u®v=vou

A3: Vu,vyweE=ud(vew)=udv)dw
A4 Existe 0 E tal que v®0=v,VveE

A5: A cadav e E, existe (V) € E tal que
v (—v)=0
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Espaco vetorial — Definicao (cont)

M1: Dadouma € K,edado x € E entdao a®x € E
M2: (af)®x = aQ(L®x); Va,B €EK; Vx EE
M3: 1Q®x = x: Vx € E
M4

a@(xPy) = (a®x)P(a®y); Va € K;Vx,y EE
Mb5:

(a +p)®x = (a®x) D (B®x);Va,[ EK;Vx EE

A terna (E,@®, ®) é um espaco vetorial se sao satisfeitas
as propriedades de Al ate A5 e de M1 ate M5.
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Observacoes sobre as operacoes

Adicao: M

Multiplicacao vezes escalar:
R

MZXZ
u
a > a®u




\Vetores

Os elementos de um espaco vetorial sao chamados
de vetores.

Isto €, sao elementos (ndo necessariamente NUMeros)
que podem ser adicionados e multiplicados vezes
escalares e satisfazem as propriedades enumeradas

Observar: As operacoOes de adicao e multiplicacao
vezes escalar nao sao unicas, podem ser definidas
pelo usuario (segundo as suas necessidades).
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Um exemplo

Ja conhecemos o conjunto de matrizes M, com
operacoes ja definidas. Isto é:

O conjunto de matrizes coluna, com duas linhas,
M3x1 = {[a21] /A11,021 € R}

com a adicao (soma usual)

. x11 Y11 X11 T Y11
XDy = [x21 3’21] [x21 YZJ

e com a multiplicacao vezes escalar (usual)
X11 XX11
a®Ox =a@® =

X21 dX21
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Um exemplo, &€ um espaco vetorial?.

Vou definir outra operagao no mesmo conjunto:
Seja o0 conjunto de matrizes coluna, com duas filas,

Myx1 = {[a21] /11,021 € R}

com a soma usual

- x11 Y11 X11 T V11
*Oy = [x21 3’21] [x21 T YZJ

e com a multiplicacao vezes escalar como
X11 X11
aOx = aO® | = [,

X21 dX21
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Nao é espaco vetorial? — um exemplo.

Seja 0 conjunto de matrizes coluna, com duas filas,
Mpyq = {[ ] /aq1,021 € R}

- J’11]
- Y21

az1
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Nao é espaco vetorial? — um exemplo.

Seja 0 conjunto de matrizes coluna, com duas filas,
M3x1 = {[azJ /11,021 € R}

x11 )’11] [xn + }’11]
X21 }’21 X21 T Y21

e com a multiplicacao vezes escalar como:
X11 X11
cor —ao ;2] =2

X21 axX21
Observar: tiplicacao de um esXcaIar com uma

matriz ® nao é igual a multiplicacao de reals.
Observar: Que a primeira linha nao é multiplicada.

comasomax@yzl
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Um exemplo, &€ um espaco vetorial?.

Seja 0 conjunto de matrizes coluna, com duas filas,

M3x1 = {[azJ /11,021 € R}
com a soma usual
B x11 Y11 X11 + Y11]
XDy = [x21 3’21] [Xm + V21

e com a multiplicacao vezes escalar como
X11 X11
@®x = a0 [ | = | oy,

X21 X721
Pergunta:
A terna (M, ¢,®, ©) é um espago vetorial?
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Um exemplo, &€ um espaco vetorial?.

Realmente satisfaz as propriedades:
Al, A2, A3, A4, A5, M1, M2 e M3.

Vamos desenvolver a verificacao para as
propriedades M4 e M5, para apresentar 0 processo
de verificacao.
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Verificando distributividade - M4

MA4:
a®xBy) = (aOx)B(a®y); Va € K;Vx,y € E

Nota: a igualdade deve ser comprovada, nao é dada.

Assim, devemos calcular cada lado por separado e ver
se e possivel chegar na mesma expressao.

1. a®@(x®y) = ?
2. (aOx)B(a®y) =7
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Verificando distributividade - M4

M4
a®OxPy) = (aOx)B(ax®y); Va € K;Vx,y €EE

1. Trabalhando no lado esquerdo
a®OQxDy)=a® ([xm] [y21]) poisx,y € E

= a@® ([Xn N }’11]) usando a adicao definida

X21 T Y21
_ ([ X11 t Y11

a(xy1 + Y1)
vezes escalar definida.

) usando a multiplicacao
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Verificando distributividade - M4

2. Trabalhando no lado direito
(aOx)D(a®y) = (aG) [;C;ﬂ) & (aG) [yn])

Y21

= ([ ]) @ ([ 9o ]) utitizando a definigao
da mu_ltiplica(;éo vezes escalar

-

reails.

X11 T Y11
AX71 T AY21
X11 T Y11

:('

a(xz1 +Y21)

D usando definicao da adicao

) assoclatividade de numeros
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Verificando distributividade - M4

Observamos que se obteve 0 mesmo resultado
partindo de cada um dos lados. Assim

a@x®y) = (aOx)D(a®y)
palra todo escalar a € K,

e para quaisquer elementos x,y € E.

Portanto, a propriedade M4 se satisfaz.
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Verificando distributividade - M5

M5:
(a+ B)Ox = (a®x)  (BOx);Va,B EK;Vx EE

embro: a igualdade deve ser verificada, nao é dada.
Calculemos:

l.(a+B)Ox =7
2. (a®Ox) @ (BOx) =7
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Verificando distributividade - M5

1. Trabalhando no lado esquerdo

(a+,8)®x—(a+,8)®[ ] poisx € E

X21

= |(a + B)x ] usando a multiplicacao vezes
21

escalar definida

_ [ X11
axz1 + fxz1
soma e multiplicacao entre numeros reais.

] usando a distributividade da
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Verificando distributividade - M5

2. Trabalhando no lado direlto

(20x) ® Box) = («o[,]) @ (s0[,])

X21

x x Ty
([“;211]) D ([,3,:211]) usando a definicao da
multiplicacao vezes escalar em ambos somandos

(

X11 T X11 |
axyq + X1
2X11 ]

i

axpq + Bxyq

) usando definicao da adicao

) adicido de numeros reais.
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Verificando distributividade - M5

Observamos que se obteve diferentes resultados para
cada um dos lados. Assim

(a + B)Ox # (a®x) D (BOx)
para todo escalar a, 8 € K,

e para qualquer elemento x € E.

Portanto, a propriedade M5 nao se satisfaz.
Basta uma propriedade nao ser valida, entao
aterna (M,«1,D, ®) nao e espaco vetorial.
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Principais Exemplos

1. O conjunto de polindmios de grau n

P ={p(t) = pot" + Pt +..+ pt+p,/ p; €R}
Adicdo: Sejam p,gqeP,

= p®q=(p, +a,)t" +...+ (P, + )t + (P, + )
Multiplicacdo vezes escalar: Sejam a R, peP,

= a®p=(ap )" +...+ (ap )t + (ap,)

Assim os polinOmios sao vetores.
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Os polinOmios sao vetores

Apenas verificamos a propriedade M5.
(a+ B)Ox = (a®x) ® (BOx);Va,B € K;Vx € E

Lembro: a igualdade deve ser verificada!!!
l.(a+B)Ox =7
2. (a®x) ® (BOx) =7
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Os polinOmios sao vetores

Apenas verificamos a propriedade M5.
(a+ B)Ox = (a®x) D (BOx);Va,p € K; Vx E@

A propriedade para o conjunto de polinomios seré>
(a +)Ox = (a®Ox) D (BOx);Va,p € K; Vx E@

embro: a igualdade deve ser verificada!!!

l.(a+B)Ox =7
2. (a®Ox) @ (BOx) =7
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Os polinOmios sao vetores

Apenas verificamos a propriedade M5.

(a+ B)Ox = (a®x) B (BOx);Va,B € K;Vx E@
A propriedade para o conjunto de polinomios seré>

(a+ L)Ox = (a®x) B (BOx);Va,B € K;Vx E@
Mas como x € P, entao

x = x(t) = x, t" + x, 1tV + -+ x

embro: a igualdade deve ser verificada!!!
l.(a+B)Ox =7
2. (a®x) ® (BOx) =7
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Verificando distributividade - M5

1. Trabalhando no lado esquerdo
(a+B)Ox =(a+L)OCe,t" + xpy_ 1t 1+ + xp)
=(a+B)x,t"+ (a+ B)xp_t" L+ + (a+ B)xg
utilizando a multiplicacao vezes escalar.

Observar: Na ultima expressao todas sao operacoes
entre numeros reais.
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Verificando distributividade - M5

2. Trabalhando no lado direito
(aOx)D(POx) = (ag(xntn + xn—ltn_1 + et xo))
DBO(Kpt™ + Xyt + -+ + X))

Aqui, sé temos substituido o elemento x (que € um
polindmio)
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Verificando distributividade - M5

2. Trabalhando no lado direito
(a@x)GB(,B@x) — (ag(xntn + xn—ltn_1 paliie o xo))
BBOXnt™ + Xy gt + -+ + X))
= (@x,t" + ax,_t" + -+ axg)
DBxpt™ + Byt 4+ Bxp)
utilizando a definicao da multiplicacao vezes
escalar em ambos somandos
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Verificando distributividade - M5

2. Trabalhando no lado direito
(aOx)D(PLOx) = (aO(x,t™ + xn—ltn_1 + -+ xp))
D(BO(xnt™ + xp_1t" "1 + -+ x0))
= (ax,t" + ax,_(t" 1+ -+ axy)
D(Bxpt™ + Lxp_1t" "+ -+ Bxg)
= (ax, + Bx )t + (ax,_; + fx,_ DtV 1 + - +
(axg + Bxp)
utilizando a definicao de adicao
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Verificando distributividade - M5

2. Trabalhando no lado direito
(a@x)@(ﬁ@x) = (ag(xntn T xn—ltn_1 Tt xo))
DBOnt™ + xy_ 1t + - + X))
= (ax,t" + ax,_(t" 1+ -+ axy)
D(Bx,t™ + Bxp_ 1t 4+ 4+ Bxg)
= (ax, + Bx )t + (ax,_ 1 + fx, Dt L + .- +
(axg + Bxg)
=(a+B)x,t"+ (a+ B)x,_t" L+ -+ (a+ B)xg

propriedade de distributividade dos nimero reais.
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Verificando distributividade - M5

Observamos que se obteve os mesmos resultados
trabalhando em cada lado. Assim

(@ + B)Ox = (aOx) @ (BOx)
para todo escalar a, f € K,
e para qualquer elemento x € B,.

Portanto, a propriedade M5 ¢ satisfeita.

O aluno e convidado a verificar as propriedades de
Al até A5 e de M1 ate M4.

Verificara que (P,,@, ©) é espaco vetorial.
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Principais Exemplos

2. O conjunto de n-uplas
={(a,a,,--,3,4,8,)/3a € K}
Nota: K = R (Reais) ou K = C (Complexos).
Adicdo: Sejam h,k e K"
= h®k=(h +k,h,+k,,....h _, +K +Kk.)

nl’n

Multiplicacdo vezes escalar: Sejama € R,k € K”
= a®k =(ak,ak,,....,ak. oK)

Assim 0s n-uplas sao vetores.
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Principais exemplos

3. M., ., 0 conjunto de matrizes de m linhas e n

colunas, (ordem fixa m X n) com a adic¢ao usual:

X11

X@Yy=
_Xml
X111t Y11

Y11

yml

Yin

Ymn
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Principais exemplos

e com a multiplicacao vezes escalar usual:

aR®X=a®

e um espaco vetorial.

| 0Xq{q

_Olel

X1

Olen_

ASSIm as matrizes de uma mesma ordem sao

vetores.



