ZAB0161 - Algebra linear com aplicacoes em geometria analitica
Lista 1 - Gabarito.

Para todo sistema de equagoes lineares utilize o método de eliminagao Gauss-Jordan.
1. Resolver os seguintes sistemas expressando os sistemas de equagoes como uma equacao matricial
20+ 4z — 5y = -3
(a) 2z —-2y+z=5

—4dy+2x4+52=10
Equagao matricial

2 -5 4 T -3
1 -2 2 y | = 5
1 -4 5 z 10
Matriz estendida
2 -5 4 1 -3
1 -2 2 1 5
1 —4 5 1 10

Resolvendo por Gauss-Jordan:

Observar: 1. E recomendéavel utilizar somente uma operacao elementar a cada
passo.

2. Nao precisa iniciar procurando a unidade (1) na primeira linha e primeira
coluna, inicie aproveitando as unidades que ja existam sempre que possivel.

3. Na resolugao abaixo, iniciou-se com o 1 na segunda linha primeira coluna.

4. Apébs fazer as primeiras contas aparece um —1, na segunda coluna e primeira
fila, entao escolheremos esse niimero por ser mais simples comparando com todos
os outros nimeros nao nulos - nunca pegaremos o zero como pivo.

0 -1 0t -13 0 1 0 1 13 01 0 1 13 100!331
1—22!5~102I31~100I3—31~010I13
0 -2 31! 5 00 31 31 00 11 3 0011 3
Portanto a solugao é
T 31
3
X=]|y | =] 13
2z + 8y + 62 =20
(b) dr+2—-2z=-2y .
3r—y+z=11
2 8 6 x 20
Equagao matricial | 4 2 -2 y | =1 -2
3 -1 1 z 11



2 8 6 | 20
Matriz estendida | 4 2 -2 | =2
3 -1 1 + 11

Resolvendo:

Observar: Nao fale de substrair, fale de multiplicar vezes o (—1.) e some. Nao
fale de dividir por a, fale de multiplicar vezes o fator %

Apenas a terceira linha e coluna tem a unidade, entao recomendamos iniciar
considerando esse elemento como o primeiro “pivo”.

—16 14 0 | —46 0 14 0 I —-14 01 0 1 -1
10 0 0 I 20 ~]l1 0 01 2 ~]l1 0 0 1 2
3 -1 1 ! 11 0O —1 1 1 5 0 0 11t 4
T 2
X=|y|=]| -1
z 4
T1+To+ T3+ T4 =2
(C) Il+132+1:173
72x3+3x272x1+1‘4:—6'
—x1 4+ x4 — 3x3+ 209 = =5
1 1 1 1 T 2
- .. 1 -1 0 2 | | —1
Equacgao matricial 9 3 _9 1 v | | =6
-1 2 -3 1 Ty )
Matriz estendida
1 1 1 11 2
1 1 -1 0 -1
-2 3 -2 1 1 —6
-1 2 -3 1 | =5
Resolvendo
11 1 1 1 2 10 5 L 13
007271I73N00—2—1I—3N
05 0 3 1| =2 00 % —51 I3
| —2 |
0o 3 -2 2 1 =3 0 1 I =1
1 00 —?1 : é (1.0 0 0+ 1
N 00 1 3 | 3 N 0 0 1 0 1 1
0O 00 —2 1 =2 00 0 1 1 1
01 0 1 1+ O _O 1 0 0 ' -1
X1 [ 1
o X2 _ —1
T4 L 1

2x1 — bxo +4x3+ 14 — 5 = —3
(d) T3 — 200+ 21 — x4+ a5 =1
1 — 44 6x4 + 229 — x5 =6



Equacgao matricial

Resolvendo:

1

z1
T2
z3
Ty
Ts

Observar: temos trés equacoes (trés exigéncias) mas cinco valores incégnitas,
assim é provavel que tenhamos pelo menos duas incognitas “livres” (que podem
assumir quaisquer valor pois nao temos mais restrigoes).

2 -5 4 1 -1 1 -3 0 -1 2 3 -3 1 -5
1 -2 1 -1 1 1 1 1 -2 1 -1 1 1 1
1 2 0 6 -1 1 10 0o 4 -1 7 =21 9
01 -2 -3 3 1| 5 010 & -1 B
g 41
~]!1 0 -3 =7 7 {1 11 ~|1 100 = 1 1 =
00 7 19 —-14 1 -11 001 2 -2 =H
Assim, a solugao desta equacao possui dois graus de liberdade.
Fazendo: x4 =r € R, e 5 = s € R, temos
44 _ 8 44 -
1 =—=r =S 5 = -1
v Bt 3 N 1
X=|as |=| 2 -Lr+2s ol =2 +s| 2
Xy r 0 1 0
5 S 0 0 1
2. Calcule os produtos AB e BA, sempre que possivel
1 2 -1 4 =2
(a)A:[} _i ;}eB: 1 -1 :>AB:[_11 g]eBA: 2 -8 4
1 -3 4 —-16 8

Nota: Ao comutar as matrizes nas multiplicagoes obtemos resultados diferentes.
Assim, a multiplicagao de matrizes nao é necessariamente comutativa. No exem-

plo AB # BA.
1 —4
ma=| 5 Ty

9 2 2 0 0 0 0 0
2}6:3: 1 -1 :>AB:{0 O}eBA: 2 -8 4
1 -3 4 -16 8

Nota: Observar como um produto de duas matrizes nao zero tem como produto
a matriz nula. Em nimeros reais isso nao acontece.

3. Determine AB — BA

1 2 2
(a) A= 2 1 2
-1 2 1 |
[ 2 0 0]
(b) A= 11 2
-1 2 1

41 1 -7 -2 —6
eB=| -4 2 1|=AB-BA=| 7 12 8
121 -15 -1 -5
31 -2 -3 5 —4
eB=| 3 -2 4 |=AB-BA=| 0 3 24
-3 5 11 12 -27 0



4. Seja A =

1 1
0 1
A2, A3 e A*. Se for necessirio, calcule outras poténcias.
1 2 1 3 1 4
L A2 3 _ 4 _
No exemplo: A _[O 1],A —{0 1]614 _{O 1}
Como podemos confirmar a entrada superior direita é a soma das entradas da segunda coluna da

poténcia anterior, logo
1 n
n __
An = [ Lo }

Como podemos ter certeza que a féormula é valida para quaisquer n? Precisamos
utilizar indugao matematica para confirmar.
A indugao matematica considera trés passos.

} . Obter uma férmula para A™. Para determinar A™, é bom calcular pelo menos

1. Verificar que a férmula funciona para n = 1: No exercicio é A = { (1) 1 ], entao é

valido para n = 1.
2. Assumir que funciona para (n — 1), isto é: assumimos que

A1 — {(1) (nzl)}

3. Provar que funciona para n, isto é: fazemos

e et | R AN F

— 3

0 1 0 1 0 1

|

Logo, a formula é validada por indugao matematica.

.| cos(8) —sen(0)
-+ Seja 4 = { sen(0) cos()

Calculando

] . Obter uma férmula para A™.

cos(20) —sen(26

z2 = { sen(26) c05(29)) }

[ cos?(0) — sen?(0)  —2cos(f)sen(H) }
2sen(f)cos(0)  —sen?(0)cos?(0)

Calculando A3,
| cos(20) —sen(20) cos(0) —sen(0)
A’ = [ sen(20)  cos(26) ] [ sen(6) (0 }
_ [ cos(20)cos(0) — sen(20)sen(0) —cos(20)sen(8) — sen(
sen(20)cos(0) + cos(20)sen(0) —sen(20)sen(8) + cos(

A férmula que podemos assumir é

20)cos(0) ] _ { cos(36) —sen(30) }
20)cos(0) sen(36)  cos(36)

e { cos(nf) —sen(nd) } |

sen(nf)  cos(nf)

Precisa ser verificado por indugao matematica.
PR <. 41 | cos(10) —sen(10)
1. Para n =1, é valido pois: A" = [ sen(16) cos(16) |

2. Supondo que é valido

(n—1) _ | cos(n—1)0 —sen(n—1)0
4 o { sen(n—1)0  cos(n —1)8 }



3. Verificamos para n, isto é

A = An—14 [ cos(n —1)0 —sen(n — 1)2 ] [ cos(0) —sen( }

sen(n —1)0 cos(n —1) sen(6) cos(
_ { cos(n — 1)fcos(8) — sen(n — 1)fsen(0) —cos(n — 1)fsen(0) — sen(n -
sen(n — 1)Bcos(8) + cos(n — 1)0sen(f) —sen(n — 1)0sen(d) + cos(n
)

1

-1

_ [ cos((n—1)0+0) —sen(@+ (n—1)0) } _ [ cos(nd) —sen(nb
sen((n—1)0+6) cos(+ (n—1)0) sen(nf)  cos(nb)

Assim fica provado que a féormula é valida.

)0
)0 008( )
)

1 1 1 1 2 3
.Seja A= |0 1 1 |. Mostreque A2=| 0 1 2 | e determine uma expressiao geral para
0 0 1 0 0 1
A" por indugao.
1 2 3
Calculando o produto de matrizes AA obtemos A2= | 0 1 2
0 0 1
1 3 6 1 4 10
Calculando A= | 0 1 3 |eA*=|0 1 4
0 0 1 0 0 1

Observa-se que a diagonal principal sempre esta formada por 1, embaixo da diagonal todo € zero,
na diagonal acima da diagonal principal temos sempre o nimero da poténcia.

O tnico valor que precisamos identificar é o da esquina na direita superior, o qual forma uma
sequéncia 1,3,6e¢10. 03=142,06=1+2+3,010=1+42+ 3+ 4, isto é, cada um desses
nimeros é a soma dos primeiros nimeros até chegar na poténcia calculada.

. , S ~ 2(3

Por propriedades da soma de ntmeros inteiros, para A2 temos a expressdo: a3 = %7 para A3
[ 3(4 . 1 n+1 s -

sera aiz = %’ assim, para A" temos a3 = % = ( n 1 (A altima, expressao representa

o ndmero combinatério de n + 1 elementos agrupados em grupos de n — 1 elementos).
Aplicamos a inducdo matemadtica para mostrar que a igualdade é vélida.
1. Para n =1, é valido pois:

1(2
L
At=]10 1 1 |=4
00 1
1 n—1 (n*;)( )
2. Considerando valida a expressao para n — 1, entao A" ' = | 0 1 n—1
0 0 1
3. Agora devemos provar para n, entao utilizamos
T n—1)(n n)(n+1
[t e () 1 n )
A"=AA""=|0 1 1 0 1 n—1 =10 1 n
0 01 0 0 1 0 0 1

. Resolver o sistema 2X +3Y = Ae bX —2Y = B, XY € My,s, onde

-5 3 16 —40 |
A_[IG 6}63_{21 23




A ideia no presente problema é considerar a matriz X e Y como uma entidade completa, logo
podemos considerar um sistema e aplicar eliminagao de uma delas.
Resolvendo:

2X +3Y =4 4X +6Y =24 B L
5X —2Y = B {15X6Y3B = 19X =24+ 3B = X = 5 (24 + 3B)
2 —6
=13 3]
2X +3Y = A 10X +15Y =54 B o
{5X2Y—B {10X+4Y—2B :>19Y—5A—QB:>Y—E(5A—QB)

v [ -3 5 }
2 —4 |

UM MOMENTO!!!
Os sistemas devem ser resolvidos por Gauss - Jordan. Entao o método de eliminagao
nao é PERMITIDO.
Observar que as incognitas sao matrizes X e Y, mas continuam sendo incégnitas.
Os termos independentes sao matrizes, mas sao termos independentes, como seria
muito inapropriado escrever as matrizes A e B na coluna de termos independentes
escrevemos como letras, e no final substiruimos pelos seus valores.
Entao monta-se a matriz estendida para o sistema e resolve-se pelo método de Gauss-
Jordan.

2 3 A 1 % % multiplicando a primeira linha vezes —
5 -2 B 5 —2 B P P 2’
1 3 A
~ [ 0 29 a2B254 } multiplica a primeira vezes —5 e soma na segunda linha,
—1 25-54

[ 10 2”‘1# ] { multiplicar a segunda linha vezes —1—29

0 1 (5‘41;923) multiplicar a segunda vezes —% e somar na primeira linha

Daqui a matrizes incégnitas sao
1 1 -5 3 16 —40 2 —6
X_lg(zA+3B)_19<z{ . 6%3[21 - ])_[5 A }

1 1 -5 3 16 —40 -3 5
Y_19<5A_QB)_19(5[16 6}_2[21 23 D_[Q 4]'

8. Tentar resolver a seguinte equacao matricial Ax = b, para os seguintes casos:

1 2 3 6
(a) A= -2 4 5 b= 7
1 2 —4 -1

1

Aplicando Gauss-Jordan obtemos a solugao: X = | 1

1



~—

1 1 1 3
(by A=| -1 0 2 b= | —2 |, neste caso discutir a solugao em funcao dos paradmetros
1 -1 a c

aec.
Resolucao: Trabalhando a matriz estendida temos:

1 1 1 3 1 1 1 3 1 0 -2 2
-1 0 2 -2 |~|0 1 3 1 ~ 10 1 3 1
1 -1 a ¢ 0 -2 a—1 ¢—3 0 0 a+b5 c—1

Observa-se que a entrada (a + 5) ndo pode ser convertida como pivd igual a 1, pois néo
sabemos se é diferente de zero ou zero. Temos dois casos para analisar.

Se a+5 =0, (isto é a = —5), entdo temos o sistema:
1 0 -2 2
01 3 1
00 0 c¢—1

Da tultima linha temos 0 = ¢ — 1, logo para ter solugao ¢ = 1.

Isto é, se a = —5 e ¢ = 1, temos a solugao
T 24 2r 2 2
X = y = 1 — 37" = 1 + T _3
z r 0 1
E se a = —5 e se ¢ # 1 temos uma contradigdo, pois ¢ — 1 # 0, logo nesse caso nao existe
solucao.

Por tltimo, se a # —5, existe a inversa de (a + 5), e multiplicando a tltima linha vezes a

inversa temos:
_9 2 T 2a+2c+8

10 100a+5
01 3 1 | ~|0 1 0 938
0 0 a+5 c—1 | 00 1 &

Logo a solucao ¢ tnica e igual a

1 [ 2a +2c+8
X = 5 a—3c+8
@+ c—1
1 1 1 1 -2
A= -1 0 2 b=|1 -3
1 -1 1 2 4
U x
Resolucao: No caso a matriz X tem a forma X = | v y |, e a solugao é
w oz
2 5
X 1 g3
B 52 2
6 3

(Nota: é idéntico a resolver dois sistemas lineares de 3 incognitas).



9. Discuta em funcao dos parametros os seguintes sistemas

z+4y+32=10
(a) Se escolheu { 2z + Ty —2z =10
r+dy+az=p0
Resolucao: A matrix estendida do sistema é

1 4 3 10 1 4 3 10 10 -29 -30
27 -2 10|{~|0 -1 -8 -10 ~ 101 8 10
1 5 a § 0 1 a—-3 B-10 0 0 aa—11 B3—-20

Para obter um pivo igual a 1 na posicao de (o — 11), precisamos que tenha valor diferente
de zero, caso contrario nao existe inversa. Analisamos as duas possibilidades:

Se o — 11 # 0, isto éa # 11, podemos multiplicar vezes ﬁ na terceira linha para conseguir
um pivo igual a 1, logo

—2504298—30a

1 0 —29 -30 100 294
01 8 10 ~1l0 1 0 W
00 1 =% 001 =2

sendo a solugao unica, para a # 11,

—2504298—30a

v 5040085
_ —_ o —
X=ly|= a—11
. 320
a—11

Se a = 11, entao, a matriz extendida tem a forma

1 0 =29 -30 1 0 =29 =30
0 1 8 10 ~10 1 8 10
0 0 aa—11 B—-20 00 0 -2
Logo, se 8 = 20, temos uma verdade evidente 0 = 0, temos infinitas solugoes para uma

variavel livre, fazendo z = r € R, temos

—30 + 29r -30 29
X = 10 — 8r = 10 +r| =8
r 0 1

Mas, se 8 # 20, temos uma contradi¢do, isto é nao existem solugdes (para o = 11 e 5 # 20).
r+4y+ 3z =10

Se escolheu 2x + Ty + 92 = 30 a resposta deve ser
r+5y+az=p

50 — 150
Se a # 0 a solugdo existe e toma a forma X = é —10a + 35
B
Se a = 0, temos dois casos:
se B8 # 0 néo existe solugao.
se f = 0 existem infinitas solucoes da forma
1 50 — 153 50 —15
X=| 2 |=| -104+3z3 | =| —-10 | 423 | 3
T3 T3 0 1



TH+2y+3z2+4t=2

2y + 6t =2
(b) ay+3t=1

SYy+z—1t=2

Resolucao: A matriz estendida é

(1 2 3 4 2 1 0 3 -2 0 1 0 0 46 9
0 2 0 6 2 01 0 3 1 01 0 3 1
00 a0 3 1|/71000 (3=32) 1—a | |00 0 31l-a) 1—a
0O 5 1 -1 2 0 0 1 —16 -3 0 0 1 -16 -3

Se « # 1, entdo podemos multiplicar a terceira linha vezes ﬁ, obtendo

100 4 9 ] 1000 -2
010 3 1 0100 0
0001§N0001$
001 -16 -3 | 0010 £

Assim para qualquer « # 1, existe uma unica solug¢ao dada por

M 19
3

wlwlN O

Se a = 1, a terceira equagao dd 0t = 0, que é uma verdade absoluta independente do valor
de t, assim teremos infinitas solugbes. A varidvel livre pode ser a t = r € R, entao a forma
das solugoes seréd:

9 — 46r 9 46

1—3r 1 -3

X=1 s416r | =] 3|7 16
r 0 1

2c+y+ 2= —683
(¢) § ar+3y+2z=203
3r+y+(a+1l)z=4
Trabalhando sobre a matriz estendida:

2 1 1 -6 2 1 1 —6p —~44+a 1 0 14
a 3 2 28 | ~| a—=6 0 —1 208 ~ 6 — o 0 1 —208
3 1 a+l1 4 1 0 a 68+4 1—6a+a? 0 0 4+468+20ap8

Para obter uma unica solugao precisamos de um pivo igual a 1 na terceira linha e primeira
coluna. Isso é possivel s6 se 1 — 6a 4+ a? # 0.

Assim, existe m e podemos multiplicar nessa linha vezes essa inversa. Obtemos
6—4a+38b—10ab—6a>b
e 1 0 148 0 1 0 10=2at38-0¢bGOa
66—« 0 1 —2058 ~|10 0 1 =24+4a—56b46ab
2.0 0 4468420 685360s
tbata +66+20ap 100 T6ata’



Para o caso 1 — 6a + o? = 0, temos

1
6—« 0
0

0
1 —2083 ~
0 4+68+20a8

0

—4+a 1 0
6—a 0 1

0 0 4468+ 2008

143
—208

Logo, se 4 4+ 65 + 20a8 = 0, temos infinitas solugoes, com uma incognita livre, que pode ser
xz =1 € R, entao:

-
= 148+ (4 — a)r =
—208+ (a —6)r

0
148
—208

+r| 4-
o

1

o
—6

Mas, se 4 + 68 + 20a8 # 0, temos uma contradi¢ao, logo nao existem solugoes.

10. Sejam as matrizes A =

equacoes:

20+1 2 z—1

rz+2 -1 2y e B=

y—1 8 x—2z2
Se A = B, determine o valor de zyz.
Se A = B entao a;; = byj, para todo ¢ e para todo j.

20 +1=3-2y
r+2=24+3
y—1=2z2-5
8=1b
z—1l=z+y
20 =2 —2x
r—2z=-1

20 +2y=2

r—z=1

y—z=-—4
= b=38

r+y—z=-—1
20 +2y—2=0
r—2z=-1

3—2y
z+3
z—5

2

Tty

-1 z-—2x

b

-1

Portanto temos o seguinte sistema de

Como b = 8 estd bem determinado focamos nas equagbes com as incognitas =, y e z. Essas
incognitas devem satisfazer 6 equagoes, portanto o sistema a ser resolvido tem a seguinte matriz

estendida

2 2 0
1 0 -1
01 -1
11 -1
2 2 -1
1 0 -2

2 02 2 0
1 1 0 -1 1
—4 0 1 -1 —4
17 lo 1 0 =2
0 02 1 -2
-1 00 —1 -2

oo o+~ O

0

SO~ OO

0

O = O OO

0

Logo, ao utilizar Gauss-Jordan o sistema foi reduzido a sua menor expressdo. Ademds como a
primeira, quinta e sexta linhas verificam uma verdade evidente 0 = 0, entdo a solucao obtida é
valida, istoé z =3, y=—2e z = 2.
A resposta é xyz = —12.
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