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Este exercicio computacional é individual. Veja as instrucgoes detalhadas no final do texto.

1 Introducao

Problemas inversos sao opostos aos problemas diretos. Informalmente, em um problema direto encontra-
se um efeito de uma causa e, em um problema inverso, recebe-se o efeito e desejamos recuperar a sua causa.
A situagdo mais comum que origina um problema inverso é a necessidade de interpretar medidas fisicas
indiretas de um objeto de interesse desconhecido. Por exemplo, na tomografia de raios-X, o problema
direto é determinar as imagens que obterfamos de um corpo fisico cuja estrutura interna conhecemos
precisamente, usando raios-X. O problema inverso correspondente é reconstruir a estrutura interna de um
corpo fisico desconhecido a partir do conhecimento de imagens de raios-X tiradas de diferentes diregoes.
Na figura 1| encontra-se um exemplo bidimensional: a fatia através de uma noz (esquerda) é a causa e a
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Figura 1: A imagem da fatia de um noz a esquerda é cortesia de Keijo Hamalainen e Aki Kallonen da
Universidade de Helsinque, Finlandia (essa imagem vem de [1])

coleta de dados de raios-X (direita) é o efeito. Os dados tomograficos sdo mostrados na forma tradicional
de sinograma.

Problemas diretos sao em geral bem-postos. A nocdo de problema bem-posto foi introduzida por
Jacques Hadamard (1865-1963). Um problema é bem-posto se ele satisfaz estas trés condigoes:

H1) Existéncia: existe pelo menos uma solugao.
H2) Unicidade: se existir uma solugao, ela é tnica.
H3) Estabilidade: a solugao deve depender continuamente dos dados.

O exemplo tipico de problema direto é uma equacdo diferencial parcial (EDP) da fisica, tais como a
equagao da onda ou a equacgao do calor. De fato, para estes problemas, conhecendo as condigoes iniciais
e as fontes, podemos calcular a solucao unica do problema.

Por outro lado, problemas inversos sao frequentemente mal postos, no sentido que eles nao satisfazem
pelo menos uma das hipdteses acima. Por exemplo, pode existir um grande ntimero de solugoes, e neste
caso é dificil saber qual destas solugoes é a mais relevante para a aplicacdo. A razao pela qual estes
problemas geralmente sao mal postos é porque nao temos informagoes suficientes para encontrar a causa
do efeito que estamos observando. Esta falta de informagao pode ter muitos motivos. Muitas vezes, é



porque s6 podemos realizar um nimero limitado de medigoes: pode ser porque essas medicoes sao caras
ou porque a regiao onde é possivel fazer medigoes é pequena. Mesmo se tivermos apenas dados parciais,
gostariamos de encontrar uma solugao aproximada do problema inverso. Problemas inversos sao alguns
dos problemas matematicos mais importantes da ciéncia, da engenharia, e da fisica, pois nos dizem sobre
parametros que nao podemos observar diretamente.

Neste EP vamos resolver uma versao simplificada de um problema inverso altamente relevante da
medicina.

2 Descricao do problema de tomografia

A tomografia é uma técnica de processamento de imagem usada na medicina para visualizar estruturas
anatomicas na forma de cortes. Um procedimento para fazer isso é projetar raios-X de muitos diferentes
angulos através do corpo, medir a forca dos raios-X que passou pela imagem, e calcular como a imagem
deve ser para cumprir com a saida de raios-X. A reconstrugdo de uma imagem desta forma é chamada
de reconstrugao tomografica.
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Figura 2: Ilustracao de projegoes horizontais e verticais numa imagem 3 x 3.

Uma imagem em tons de cinza de formato retangular pode ser modelada matematicamente como uma
funcio f: D — R, onde D C R? é um retangulo, com f(x,y) > 0 para todos (z,y) € D. Para tratar f
numericamente, precisamos primeiro discretizar f. Obtemos uma discretizagdo sobrepondo uma grade
sobre o dominio D, obtendo assim uma discretizacdo de D em n x n pixeis (ver Figura . Os valores da
imagem discretizada sao considerados constantes dentro de cada célula da grade. Representamos estes
valores da imagem discretizada como um vetor ( fj)?il, onde f; > 0 s@o constantes. Até o fim deste

exercicio computacional, identificaremos f com o vetor ( fj);‘il

A Figuramostra a discretizagao de f no caso particular n = 3 e como os valores f; sdo ordenadas. Os
raios-X sao representados por linhas horizontais e verticais atravessando D. As medigbes correspondentes
a estes raios-X sdo denotadas (p;)?_;. Cada medigao p; é a soma dos f; nas células atravessadas pelo
i-ésimo raio. Consequentemente, podemos expressar a relacao entre os f; e os p; como um sistema de
equacoes lineares:

n2
ZAijfj =p;, parai=1,...,2n,
j=1

0 que pode ser escrito na forma matricial:

Af=p com A € R2nxn? epeR™,



Por exemplo, no caso n = 3 da Figura |2, observamos que para a medicao p; temos:
Ji+ fa+ fr=p1,
isto significa
A1 =1,A10=0,4135=0,414=1,A15 =0,416 =0,417 =1, 418 = 0, A19 = 0.

Continuando a andlise do caso n = 3 da Figura [2| chegamos a seguinte expressao do sistema linear
Af =p, onde A € R f cRY e p c RE:

fi
10010010 0\ P
0100100710]|[B Do
001001001f4_p3
111000000*’65*194
00011100 0]]|7 Ps
000000111/ D6

s

fo

Observamos que este sistema linear é subdeterminado, isso quer dizer que tém mais incégnitas f; (9
incégnitas) do que equagdes (6 equagoes). Entdo se este sistema linear tiver uma solugéo, a solugdo nao
é necessariamente unica.

Para definir um tipo de solucao para este sistema subdeterminado, podemos definir o seguinte pro-
blema dos minimos quadrados:

min B(f) = |Af = p||* + 8] f||* com respeito a f = (f;)},, (1)

onde || - || é a norma euclidiana e § > 0 é um escalar. A ideia atras da formulagao é o seguinte: para
cada medicao p dada, podem existir varias f solucoes de Af = p, pois o sistema linear é subdeterminado,
mas dentro deste conjunto de solugdes f, o termo 6| f||* permite (grosso modo) escolher a solugao com
menor norma euclidiana. Dizemos que d|f||? é um termo de regularizagao.

Vamos considerar um exemplo simples. Seja
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fao=|1—a], entdo Af, = =p, paratodos a € [0,1].
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Este exemplo simples mostre que a equacao Af = p pode ter uma infinidade de solugoes para o mesmo
conjunto de medigoes p dado. Do outro lado, temos

I £all? = 2(1 — a)* 4 20* = 40 — 4a + 2,
e assim é facil verificar que o minimo de | f,||> com respeito a a é atingindo por o = 1/2. Entdo a
funcdo f = (1/2,1/2,0,1/2,1/2,0,0,0,0)T tem a menor norma euclidiana entre todas as f, solucdes de
Af, =(1,1,0,1,1,0)T.

Podemos mostrar (ver o capitulo sobre método dos minimos quadrados e sistemas sobredeterminados
no curso) que a condicao de otimalidade de primeira ordem para o problema de minimizagao é dada
pelo sistema normal seguinte:

(ATA+61,2)fs = ATp, 2)

onde I,2 € R™* X" ¢ a matriz identidade, e AT é a transposta de A. Observe que ATA € R™**"* ¢ uma
matriz quadrada. Entao definimos a imagem f5 solugao do problema de tomografia como a solugao do
sistema regularizado .



2.1 Exercicio 1

Neste exercicio, a imagem original serd sempre denotada f* € R™ e as medicdes correspondentes p € R?"
satisfazem entdo Af = p, enquanto f € R™ denotard a solugdo do problema de tomografia com
regularizacdo. Observe que em geral temos f # f*, mas o objetivo é que f seja o mais perto possivel de

fr.

e Usando numpy.linalg, calcule o determinante de AT A+61,,> para os valores § = 0,1073,1072,10~*
e para os trés valores de n correspondentes as imagens f* fornecidas (entdo sdo 12 determinan-
tes para calcular, pode organizar os resultados em uma tabela). Como isso justifica o uso da
regularizacao no problema ?

e Escreve um programa tomol.py que fornece a imagem f solucao do problema de tomografia,
isto é, f é a solugdo da equagdo . Seu programa deve ter f* € R™ e as medicoes p € R?"
correspondentes como entradas. Trés pares (f*,p) s@o fornecidos, a f* serd usada apenas para
plotagens. Seu programa deve deduzir o n do par (f*,p) fornecido, montar a matriz A € R2nxn?
(a implementacao de A deve funcionar para qualquer n, e ndo apenas para valores particulares de
n), e plotar f e f* lado a lado (os vetores f e f* tém que ser transformados em matrizes para a
plotagem; cuidado que esta transformagdo sempre tem que seguir a ordem da Figura [2). Use os
trés valores § = 1073,1072,10! para o pardmetro de regularizacéo.

Dica 1: A matriz A pode ser montada (no caso geral A € Rannz) facilmente usando produtos de
Kronecker. O produto de Kronecker de B € R™1*™ ¢ C' € R™2*"2 § uma matriz em bloco B® C €
Rmm2Xn1in2 definida por

BCH BClg . BClng

BCQl BCQQ e BCQng
BeC= . . . .

Bcnbgl BC’H’L22 e BCnLgng

Aqui, cada bloco BC;; é uma matriz de tamanho m; x ny. Pode usar a fungao numpy.kron para definir
o produto de Kronecker. ,

Dica 2: Em caso de dificuldades para implementar o caso geral A € Rznxnz, pode comecar imple-
mentando o caso particular n = 3.

2.2 Exercicio 2

O proximo passo € adicionar mais projecoes a nossa imagem tomografica. Conforme ilustrado na figura
[3l usamos projegoes horizontais, verticais e diagonais. O sistema linear que relaciona a imagem f com
as medicgoes p tem a forma:

Af=p com Ae R(6n=2)xn* o p € RO"2,

No caso particular n = 3, o sistema linear Af = p é:

100100100 P
010010010 Po
001001001 D3
111000000 D4
00011100 0| D5
0000001 11||" D6
001000000 pr
010001000f4_p8
100010001f5_p9
0001000710]|]| P10
000000100 P11
10000000 o0f}{3 P12
01010000 0|\ P13
00101010 0 Pia
0000010 10 D15
000 0O0O0TO OO0 1 P16



Observe que apesar de ter uma estrutura mais complicada que no Exercicio 1, a matriz A continua sendo
uma matriz em blocos, o que facilita a implementagao dela.
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Figura 3: Ilustragao de projecoes horizontais, verticais e diagonais numa imagem 3 x 3.

e Usando numpy.1linalg, calcule o determinante de AT A4-§1,,> para os valores § = 0,1073,1072,107!
e para os trés valores de n correspondentes as imagens f* fornecidas (entdo sdo 12 determinantes
para calcular, pode organizar os resultados em uma tabela). Observamos uma diferenga com o caso
do Exercicio 17

e Escreve um programa tomo2.py que fornece a imagem f solucao do problema de tomografia, isto
é, f é a solugao da equagao . Seu programa deve ter f* € R™ e as medicoes p € RO"—2
correspondentes como entradas. Trés pares (f*,p) sdo fornecidos, com as mesmas imagens f*
que no Exercicio 1. Seu programa deve deduzir o n do par (f*,p) fornecido, montar a matriz
A € R(6rn=2)xn? (a implementacao de A deve funcionar para qualquer n, e ndo apenas para valo-
res particulares de n), e plotar, lado a lado, f, f*, e também a reconstrucao correspondente do
Exercicio 1. Use os trés valores § = 1073,1072, 10! para o pardmetro de regularizacao.

e Implemente no seu programa o calculo do erro de reconstrucao L? relativo seguinte:

I =10 _ g V2R =57

(hal Zyil(f;)z

Observe que este erro é uma porcentagem. Por exemplo se calcularmos erro = 4,23, isso quer
dizer que a reconstrucao f tem 4,23% de diferenga relativamente a imagem original f* (observe
que o erro pode ser maior que 100%). No seu relatério, apresente numa tabela os erros obtidos

erro = 100 x



Figura 4: Exemplo de reconstrucdo. A imagem de esquerda é a figura f* original. A imagem f no
centro é a reconstrugao usando apenas medigoes horizontais e verticais como no exercicio 1. A imagem
f a direita é a reconstrugao usando medigoes horizontais, verticais e diagonais como no exercicio 2.
Devido ao nuimero baixo de medigoes, a reconstrugao usando apenas medigoes horizontais e verticais
é de pessima qualidade e nao podemos reconhecer as letras. Usando medigoes horizontais, verticais e
diagonais a reconstrugao melhora bastante, e comegamos a reconhecer as letras, mas a reconstrucao ainda
é de baixa qualidade. Para obter uma melhor qualidade de reconstrucao, sao necessarias mais medidas.

para as trés pares (f*,p) fornecidas e os métodos de tomografia (os métodos do Exercicio 1 e do
Exercicio 2). Comente os resultados da tabela.

e Um exemplo de reconstrugao é dado na Figura[4]

3 Observacoes finais

O problema de reconstrugdo da imagem f* a partir de medicoes p visto neste EP é uma versao bas-
tante simplificada de um problema inverso altamente relevante da medicina. Este problema encontra-se
frequentemente na literatura com o nome tomografia computadorizada.

Em uma aplicacao mais realista, as projecoes nao sao apenas horizontais, verticais e diagonais, mas sao
obtidas usando vérios angulos descrevendo uma volta completa em torno do paciente. Assim, obtemos
muito mais informacoes que nestes dois exercicios e a qualidade da imagem reconstruida f fica bem
melhor. Em contrapartida, o problema fica mais dificil do ponto de vista da matemaética e computacional.
Uma dificuldade adicional na pratica é a presenca de defeitos nas medigoes p tais como ruidos.

4 Instrucoes, observacoes e dicas

e Este exercicio computacional é individual.

e O programa deverd ser escrito em Python (preferencialmente usando Python 3, se possivel), usando
o pacote numpy. O seu cdédigo deverd estar bem comentado e estruturado. A entrada e a saida
deverao ser feitas de forma a ajudar o usuario a executar o programa e devem facilitar a andlise
dos resultados (por exemplo rodando o cédigo desta forma: python3 tomol.py iml). Se o seu
programa precisa de arquivos de entrada, considere que os mesmos encontram-se na mesma pasta
do executdvel, ou faga de forma que solicite o caminho/nome do arquivo ao usudrio.

e O uso de bibliotecas nao é permitido para resolver os sistemas lineares, vocé deve implementar seu
préprio solver.

e Serd usada a biblioteca matplotlib para as plotagens.

e As anélises e resultados obtidos devem ser organizados em um relatério que deve minimamente
discutir os problemas estudados e os resultados obtidos. A entrega deverd conter um relatério (no
formato .pdf), contendo a andlise do problema estudado e as figuras, e os c6digos usados para as
simulagoes computacionais (arquivos tomol.py e tomo2.py). A entrega também deverd ser feita
em um arquivo compactado tnico (por exemplo um arquivo zip).



e O uso de MTEX para escrever o relatério é fortemente incentivado. Os relatérios escritos em Latex
receberdo um boénus de 5% da nota final.

e As trés imagens f* sdo dadas no formato png (chamam-se iml.png, im2.png, im3.png). As
medigoes correspondentes p sao dadas nos arquivos pl.npy para o Exercicio 1, e nos arquivos
p2.npy para o Exercicio 2 (isto é, o pl.npy corresponde & projecoes horizontais e verticais do
f*, enquanto p2.npy corresponde & projecoes horizontais, verticais e diagonais do f*). Vocé pode
carregar estes arquivos usando por exemplo:

from numpy import load

pl = load(’pl.npy’)
O resultado é um vetor do tipo numpy.array.
Critérios de Corregao

e Exercicio 1 (3 pts) (Implementacdo correta da matriz A, resolugdo do sistema linear, figuras,
interpretagao dos resultados)

e Exercicio 2 (5 pts) (Implementacdo correta da matriz A, resolugdo do sistema linear, figuras,
interpretagao dos resultados, cdlculo do erro, figuras, discussao dos resultados obtidos)

e Codigo bem documentado: comentérios, legibilidade. (1 pts)
e Qualidade do relatério (relevancia dos comentarios e apresentagao geral). (1 pts)
e Uso de ITEX(+5% da nota final)

e Sera verificado se o programa entregue roda e produz saidas consistentes com os resultados apre-
sentados no relatério.

e FEm caso de atraso de até 48h, -2 pontos. Apds isso, o EP nao serd aceito.
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