
Capítulo 13

Exemplo de Aplicação MIMO

Neste capítulo, apresenta-se um exemplo completo de projeto. A planta é um
sistema MIMO com duas entradas e duas saídas que descreve um sistema de
controle de vazão e temperatura de ar, conforme apresentado no artigo...

13.1 Descrição do Modelo e suas Incertezas

O modelo foi obtido através da técnica de identi�cação de sistemas. Supoe-se que o sistema
é linear e invariante no tempo. Portanto, pode-se assumir o princípio da superposição, de
modo que

G1,4(s) =
k1

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)
e−θ1s

G2,4(s) =
k2

(τ3s+ 1)(τ4s+ 1)
e−θ2s

G3(s) =
k3

(τ5s+ 1)(τ6s+ 1)
e−θ3s

+
+

QG3(s) +
+

T
z

vm

G1,4(s)

G2,4(s)

    0

vr

Figura 13.1: Planta de controle de vazão e temparatura

Os parâmetros são apresentados na tabela 13.1 sendo que são invariantes no tempo.
Alguns deles possuem incertezas, e outros são bem conhecidos.

As funções de transferência incertas, já com os atrasos aproximados por Padè:
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Tabela 13.1: Parâmetros conhecidos

parâmetro valor incerteza
k1 0.1358 50 %
τ1 3.7589 0
τ2 0.0379 0
θ1 0.096 0
k2 0.1132 0
τ3 4.4903 50 %
τ4 0.5896 0
θ2 0.5000 0
k3 12.647 0
τ5 0.3621 0
τ6 0.0680 100 %
θ3 0.0240 70 %

Ḡ1,4(s) =
k1(1 + 0.5δ1)

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)

1− θ1
2 s

1 + θ1
2 s

= G0(s)(1 + 0.5δ1)

Ḡ2,4(s) =
k2

[τ3(1 + 0.5δ3)s+ 1](τ4s+ 1)

1− θ2
2 s

1 + θ2
2 s

= G1(s)
1

τ3(1 + 0.5δ3)s+ 1

Ḡ3(s) =
k3

(τ5s+ 1)[τ6(1 + δ6)s+ 1]

1− θ3(1+0.7δθ)
2 s

1 + θ3(1+0.7δθ)
2 s

Trabalhando-se um pouco mais nestas funções, tem-se:

Ḡ1,4(s) = G0(s)(1 + 0.5δ1)

Ḡ2,4(s) = Ḡ1(s)
1

τ3(1 + 0.5δ3)s+ 1
= Ḡ1(s)

1

τ3s+ 1︸ ︷︷ ︸
G1(s)

1[
1 + 0.5s

τ3s+1δ3

]

Ḡ3(s) =
1− 0.5θ3s

τ5s+ 1

k3

1 + 0.5θ3s

1

τ6s+ 1︸ ︷︷ ︸
G2(s)

(1− w̄θδθ)
1

1 + w6δ6

1

1 + wθδθ

onde w6(s) = s
τ6s+1 , wθ(s) = 0.35θ3s

1+0.5θ3s
e w̄θ(s) = 0.35θ3s

1−0.5θ3s

Para encontrar a matriz P (s) da planta estendida, precisamos incluir os demais pesos,
que são os pesos dos erros wp1(s) e wp2(s) (já que temos dois sinais de erro de referência) e
dois pesos de controle wu1(s) e wu2(s). Deste modo, precisamos retirar da planta estendida
apresentada na Fig. 13.2 os parâmetros incertos e acrescentar os demais pesos, além de
acrescentar os sinais de erro. O resultado é apresenado na Fig. 13.3.

A partir da Fig. 13.3, tem-se as seguintes equações relacionando entradas e saídas:
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+

y1=T
G0(s)u1=vr

w1(s)

δ1

+ +
+

u2=vm G2(s)

G1(s)

w3(s)

δ3

+

−

wθ(s)

δθ

+
−

+

δ6

w6(s)
−

+

δθ

wθ(s)
y2=Q

−

Figura 13.2: Planta Estendida Parcial

+
y1

G0(s)
u1

w1(s)

+ +
+

u2 G2(s)

G1(s)

w3(s)

+
−

wθ(s)

+
−

+

w6(s)
−

+

wθ(s) y2

p2

q1

+
−r1 v1=e1

wp1(s)

wu1(s)
z3

q2

p1

z1

q3
p3 p4

q4
p5

q5

r2
+− 

wp2(s)

z2

wu2(s) z4
−

d1

d2

d3 d4 d5
v2=e2

Figura 13.3: Planta Estendida Completa

q1 = w1G0u1

q2 = w3(G1u2 − p2)
q3 = w̄θG2u2

q4 = w6(−p4 − p3 +G2u2)
q5 = wθ(−p5 − p4 − p3 +G2(s)u2)
z1 = wp1(r1 − p1 −G0(s)u1 + p2 −G1(s)u2)
z2 = wp2(r2 + p5 + p4 + p3 −G2(s)u2)
z3 = wu1u1

z4 = wu2u2

v1 = r1 − p1 −G0(s)u1 + p2 −G1(s)u2

v2 = r2 + p5 + p4 + p3 −G2(s)u2

(13.1)
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q1

q2

q3

q4

q5

z1

z2

z3

z4

v1

v2



=



0 0 0 0 0 0 0 w1G0 0
0 −w3 0 0 0 0 0 0 w3G1

0 0 0 0 0 0 0 0 w̄θG2

0 0 −w6 −w6 0 0 0 0 w6G2

0 0 −wθ −wθ −wθ 0 0 0 wθG2

−wp1 +wp1 0 0 0 wp1 0 −wp1G0 −wp1G1

0 0 wp2 wp2 wp2 0 wp2 0 −wp2G2

0 0 0 0 0 0 0 wu1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 wu2

−1 1 0 0 0 1 0 −G0 −G1

0 0 1 1 1 0 1 0 −G2





p1

p2

p3

p4

p5

r1

r2

u1

u2


(13.2)

Ainda é possível separar os pesos em diferentes matrizes, da seguinte forma:

d1

d2

d3

d4

d5

e1

e2

u1

u2

v1

v2



=



0 0 0 0 0 0 0 G0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 G1

0 0 0 0 0 0 0 0 G2

0 0 −1 −1 0 0 0 0 G2

0 0 −1 −1 −1 0 0 0 G2

−1 1 0 0 0 1 0 −G0 −G1

0 0 1 1 1 0 1 0 −G2

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

−1 1 0 0 0 1 0 −G0 −G1

0 0 1 1 1 0 1 0 −G2





p1

p2

p3

p4

p5

r1

r2

u1

u2


(13.3)

Se de�nirmos então as matrizes peso por:

W =


w1 0 0 0 0
0 w3 0 0 0
0 0 w̄θ 0 0
0 0 0 w6 0
0 0 0 0 wθ

 , Wp =

[
wp1 0
0 wp2

]
, Wu =

[
wu1 0
0 wu2

]

de modo que por ser escrito por
d

e

u

v

 =


E5×5 05×2 G5×2

F2×5 I2×2 −H2×2

02×5 02×2 I2×2

F2×5 I2×2 −H2×2


pr
u


Finalmente, tem-se que:

qz
v

 =


Wd

Wpe

Wuu

v

 =


WE5×5 05×2 WG5×2

WpF2×5 Wp −WpH2×2

02×5 02×2 Wu

F2×5 I2×2 −H2×2


pr
u
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De modo a fazer o projeto sensibilidade mista, despreza-se as 5 primeiras linhas e 5
primeiras colunas, de modo que se tem:

[
z

v

]
=

 Wp −WpH2×2

02×2 Wu

I2×2 −H2×2

[r
u

]
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