1 Variaveis Aleatérias Continuas (Capitulo 4- Parte 1)

Em ideias: uma varidvel aleatoria discreta X tem a ela associada uma distribuigao de massa de probabi-
lidade, enquanto uma variavel aleatéria continua, X, tem a ela associada a chamada funcao densidade de
probabilidade de X, que denotaremos por fx(z).

Definicao 1.1 Uma varidvel aleatéria X € chamada de continua se existir uma fungdo fx(x), chamada
de fungao densidade de probabilidade de X, tal que fx(x) > 0 para todo x € R, fj;o fx(x)dz=1ce

b
Pla < X <b) = / fx(z)dz
para todo o intervalo [a,b] C R.

Observagoes:

(1) Note que continuamos a ter X : Q — R.

(2) f; fx(z)dz é a drea do gréfico de fx(x) entre o intervalo [a, b].
(3) Para qualquer a € R, P(X =a) = [ fx(z)dz = 0.

(4) Por (3), sabemos que incluir ou excluir os extremos de um intervalo ndo tem nenhum efeito em sua

probabilidade, ou seja,

Pla<X<b)=Pla<X<b=Pa<X<b)=Pla<X<b).

(5) P(—oo < X < o0) = ijO: fx(x)dz = 1. Graficamente falando, isso significa que a érea inteira sob o

grafico da funcao densidade de probabilidade deve ser igual a 1.
(6) A nao ser que ser que seja explicitado, Ix = R.

(") E importante saber que apesar da funcao densidade de probabilidade ser usada para calcular probabi-
lidades de eventos, fx (z) ndo é a probabilidade de qualquer evento particular. Ou seja , é essencial

saber que fx(z) pode assumir valores maiores que 1.

1.1 Esperanca e Variancia

A esperanca matematica de uma variavel aleatdria continua é obtida de forma semelhante ao caso

discreto. Informalmente falando, trocam-se apenas o somatério pela integral e a P(X = z) por

”fX (l‘)dl‘” .

Definicao 1.2 A esperanca de uma varidvel aleatdria continua X, com funcao de densidade fx(x),
€ dada por

E(X) = /_OC zfx(z)dz.

Como consequéncia da definigdo acima, a variancia de uma v.a X continua também é calculada de

modo ”similar”ao caso discreto.



Definicao 1.3 Seja X uma varidvel aleatoria continua, a variancia de X € dada por:
Var(x) = [ (@~ B(X)P f(a)da,

Mas podemos utilizar a expressao alternativa:
Var(X) = E(X?) — (E(X))?.

com E(X?) sendo definido por:
E(X?) = / 22 fx(x)dz.
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O préximo exemplo foi retirado de Lima e Magalhaes (2005).
Exemplo 1.1 Arquedlogos estudaram uma certa regido e estabeleceram um modelo teérico para a varidvel

X, comprimento de fésseis da regido (em c¢cm). Suponha que X seja uma varidvel aleatéria continua com

a sequinte funcao densidade de probabilidade:

1
—(z+1), se 0<z<2
4
fx(z) =
0, caso contrdrio.

Vamos encontrar E(X) e Var(X).

Temos,
2 3 2
1 1 2292 1 222 2 1 7
EX)= [ o q-@+l)do=; 5[ +7-5 | =5+5=¢em?
()/0$4(x+)x43o+420 37276
Para encontrar a varidncia precisamos primeiramente calcular a E(X?):

2 4 3
1 1 2% )2 1 z° |2 2 5
E(X?) = 2. . 1) -d :,.7} ,.7’ —1+2==
()/0x4($+)$44o+430+33

Portanto, obtemos

Var(X) =E(X?) - (E(X))? =

2 Funcao de distribuicao

Para caracterizar uma varidvel aleatdria, podemos usar tanto a fungdo de distribuicdo F(z), como a
distribuicao de massa de probabilidade e a fungao densidade de probabilidade, para o caso discreto e
continuo, respectivamente. No caso de uma varidvel aleatéria X, com fx(z), se tivermos a fungdo de

distribuicao conseguimos recuperar a funcao de densidade de probabilidade.

Definicao 2.1 A funcao de distribuicdo de uma varidvel aleatoria X continua € definida em termos da
fx (@), como

FX(x):P(XSx):/ fx(z) dz, ¥V z € R,
tal que,

- de(aL‘)
T dz

fx(z)



Voltando ao exemplo 2.1

Exemplo 2.1

1
Z(:v—i—l), se 0<z<2

fx(x) =

0, caso contrdrio.

Vamos encontrar Fx(z). Temos,

0

— 00

Py =P(X <o) = [ felin= [
para 0 <z <2 e zero (0), caso contrdrio.

Derivando Fx(z) em relagdo a x temos:

1 |2z 1
o241 == 1

para 0 < x <2 e zero (0), caso contrdrio, recuperando a fx(x).

2.0.1 Exercicios

1. A f.d.p. de uma varidvel aleatéria X é dada por

1/3, se 0<z<1
fx(x) =14 2/3, se 1<x<?2

0, caso contrario.

(a) Encontre E(X).

)
(b) Encontre Var(X).
(¢) Faga um grafico de fx(z).
(d) Encontre Fx (x).
(e) Faga um grafico de Fx ().
(f) Encontre Fx(—2).
) Encontre Fx(1/3).

)

Encontre Fx(1000).

(g
(h
2. Seja X uma varidvel aleatéria continua com f.d.p.

k-x, para 0<z <1,
fx(z) =

0, caso contrario,

onde k ¢ uma constante.
(a) Determine o valor de k.
(b) Calcule P(1/4 < X < 2).
(c) Encontre E(X).

1 1
d . .- dy = = -
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(d) Encontre Var(X).

(e) Faga o grafico de fx(z).

(f) Encontre Fx(z), a funcdo de distribuicao de X, e faca seu gréfico.
(g) Encontre Fx(—2567).

(h) Encontre Fx(0.76).

(i) Encontre Fx(1679).



