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Resposta do Exercicio 1 Letra a)

L4 [3 0 o
B = 1> B = [Cld &1]
3

_1
6
Letra b)

T1 Tog X3 Ta Ts| b

0 4 0 -4 -21|-40

0 3 L 5 0]3

1 11 5

s 05 3512

Tr1 X9 X3 T4 Th b

0o 0 8 0 -21-20

o 1 2 1 0| 5

11 1| 10

L3 3 0 317%

T1 X9 Tz Ta X5 | b

6 -2 10 0 0] O

o 1 2 1 015

3 -1 1 0 1110

fo1 210, [5] ,_ - 20
A‘[z’) 110 1}’5_{10]’0__[6 . 10}’3_[1 3]

Tableau na forma padrao

0| —(cp —gB™'D) | zgB™'b
T BD | B
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Verificacao

I3 T1 T2 T4 Ts 1 1 9
Blp:[g 0H1 | 0]2{2 2 ;}
3

Letra c)
6 11
Crovo=— | A | =y —gB'D=[-X 0 0] +[12 6][21 2, 1]:
12 2 6 3
L2 Tg Ts
(A 0 0]+[3 5 2]:[3_A 5 9]
tableau: 2o = —6 x 2 — 12 x 2 = —45
Ty T T3 T4 Tp | b
0 A-3 0 -5 -2|-45
1 1 5
(RN
T2 6 3 2

Tableau 6timo para A < 3. O caso A = 3 gera infinitas solugoes:

—zl=dat=[6 3 12 = —45

8
-
I
jot O rojan
Nl O oot

Colocando z5 na base

T1 Tog X3 Ta Ts| b
0O 0 -2 -6 -2/|-50
o 1 2 1 0| 5
1 0 1 & |5
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Solugoes étimas: z* = (x' 4+ (1 —)z?, 0< (< 1.
Com A = 10 vale a pena x, entrar na base. Pivotando,

I i) T3 Ty Ty b
o 7 0 -5 -2/|-45
0 5 1 5 0]

1 1 1 )
L =3 0 =5 513

wli= O
ot

5
Solucao otima tunica: z* = (5|, z* = —80
0
Outra maneira de verificar que o tableau ¢ 6timo para A < 3:
6 0
Chovo=—| A | =c+|—-2-2A
10 -2
e B D
[ag a1 QAo Q4 CL5}

r_ ro_ / -1 r_
cp = [03 cl] , Cp = [cg 4 05} , cgBTD —cp = [—4 —4 —2}
Como ¢y mudou para co e c3 temos que

1 1
C/BnovoBilD - C/Dnovo = [_4 —4 _2} + [_2 O] |: 2 2 :| - [—2 -A 0 O]

=[-3+X -5 —2]

Letra d) Vamos mostrar que o 6timo nao muda para A > 3, sendo 6timo degenerado
para A = 3. Temos que:

1
SRS
6 3

}E}:L4ig]zoﬁkza
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Outra maneira;:

_ 1 -1 _ n-1 -1 1 _
DL U= Lol =12
2| 1| 2 = 2| + 2 = >0 A>3
AR ERIEA R IS

Solucdo étima é: 23 =2 — 1, 25 =0, 25 =3, 2* = —6(2 — 1) — 10 x 3 = —24 — 2\

Resposta do Exercicio 2 Invertendo o sinal da fungao objetivo e introduzindo as
variaveis de folga temos:

max4x, — x9 — T3 — —min —4x + 9 + T3
—2r1+ 29> 1 201+ 29 — x4 =1
s.a. $1+%1'2+933§1 — x1+%x2—|—x3+x5:1
z;>0,1=1,2,3 x; >0, 1=1,...5

Primeira fase:

min g
—2r1+x—x4+y1 =1
s.a. x1+%x2+x3+x5:1
z; >0, 1=1,23, 41 >0

Tableau 0
Ty Ty T3 Ty Ts Y1 | b
O 0 0O 0O 0 -110
2 1 0 -1 0 111
1 % 1 0 1 011
Tableau 1
Ty Ty T3 Ty Ts Y | b
2 1 0 -1 0 011
2 1 0 -1 0 1]1
1 % 1 0 1 0|1
Tableau 2
Ty Ty T3 Ty Tz Y1 | b
O 0 0O O o0 -1]0
2 1 0 -1 0 111
2 0 1 4+ 1 L)%
Fase 2
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Tableau 0

Ty X9 X3 X4 Ty b
4 -1 -1 0 010
2 1 0 -1 01
2 0 1 § 1]3
Tableau 1
1T T2 T3 T4 Ty b
2 0 -1 -1 0|1
-2 1 0 -1 0]1
2 0 1 % 1 %
Tableau 2
T1 To T3 Ta Ts | Db
0 0 -2 -2 -1[3
0o 1 1 —5 1|3
L0 3 1 33

Tableau 6timo, e a solu¢ao tima (unica) é:

. 1

= -

1y

. 93

To = —

279
ry=x;=x;=0
o1 1+3

z2 == = — —_

2 2

1 -2 _ 11
B:[G’Q al}:|:0 2:|7B1:|:0 %:|

e ainda, considerando o problema com a base correspondente ao inicio da Fase 2, a solugao
6tima do dual (denotado por Dy) é:

w :cnglz[l —4] [0 %}:[1 —1}, wi =1, wy =—1, szl_ézé-

Problema dual D, (relativo a base no inicio da Fase 2) é max w; + %wg sujeito a:
1
—2w; + Sz <-4
wy <1, wy <1

1
—w1+§w2 S 0,
U)QSO
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Problema dual D; (relativo ao problema na Fase 1) (D1)

Dual: maxw; + ws
—2w1 + wWo S —4
s.a. { wy + %wg <1

wq S 1,UJ2 Soawl 20

No gréfico, fazemos a troca de varidveis w; = —wq > 0.

w2\

N
()

Pontos extremos (considerando wy = —ws): e; =

— oW

( ), ey = <Z>, Direcoes extremas:

dy = <;>, dy = (2) Note que ey é obtido resolvendo

2w1+w2~+:4

2wy =2 s wi =lw=1+1=3
 stimo - 7

que é 6timo : wt = —1(= —wd)

Vamos verificar o resultado acima usando a representacao da matrix A como na fase 1 e

usando o teorema visto em aula que gera a solucao 6tima do dual pelo primal. Temos

—2 10 -1 0
A‘[ 101]

N =

e portanto
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Resposta do Exercicio 3 Fase 1
min g

201+ a0+ 4x3+24 =5

dxy + 29+ 2x3+y; =1

s.a.
T, + X3 + 223 + 15 = 2
x; >0,0=1,...,5 4y, >0
Tableau 0
Ty Ty Tz Ty Tz Y1 | b
O 0o o0 O 0 -110
2 1 4 1 0 015
4 1 2 0 0 11
1 1 2 0 1 012
Tableau 1
Ty Ty T3 Ty Ts Y1 | b
4 1 2 0 0 011
2 1 4 1 0 015
4 1 2 0 0 11
1 1 2 0 1 012
Tableau 2
Ty Ty Tz Ty Ts Y | b
o 0 0O O 0o -1160
I T [9
A I S
s 11 . 1 Al
0 7 5 0 1 —3]g
Fase 2 minxz; + %xQ + }lxg
Tableau 0
X1 ) T3 T4 Ts b
3 I
-1 —1;1 -3 0 0 (3
0 ? 513 1 0 %
1 % g 0 0 ;%
0 1 5 0 1|4
Tableau 1
T i) T3 T4 Ts b
T 1 I
0 —15 7 0 0 g
A A A b
S B RO
05 3 0 1]g
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Tableau 2

Ty Xy T3 Ty Ts | Db
T 5 I
—2 —5 0 0 05
-6 -1 0 1 03
1 1
2 3 I 0 0]3
-3 0 0 0 1|1
] =0; x5 =0; xgzé; Ty =3; x5 =1;2 =3
1 3 0 1 -6 0
B=lay a3 as)= [0 2 0] B'=10 2 0],
021 0 -3 1
C/B = [64 C3 C5] = [0 % 0]
. . . 3 1
Primal considerando Fase 2: min x; + leg + ng
%1‘24‘31}34‘1’4 :%
.I‘l—f-élll’g—f—%l'g:%l
s.a. 4 4 5 .
Z$2+§$3+ZL’5: 1
r; >0,i=1,...,5
. 9 1
Dual considerando Fase 2: max §w1 + ZUJQ + Z’UJ3
Wo S 1
S %wl + iwz + %w:s < %
3201 + %UJQ + %wg S %
wq S O,U)g S 0
1 -6 0
w'=cgB =100 7 0] |0 2 0]=[0 5 0]
0 -3 1
wy = 0, wy =3 wy = 0, zw:§
. . . 3 1
Primal considerando Fase 1: min x; + ZEQ + Zl’g

201 + xo + 43+ 24 =5
41+ 29+ 223 =1
1+ T + 2x3 + x5 = 2
r; >0,i=1,...,5

S.a.
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Dual considerando Fase 1: max bw; + we + 2ws
2wy + 4dwe + w3 < 1

sa.  wp +wy +wy < 3
4wy + 2wy + 2wsg < }Lwl > 0,wy >0,

1 40 1 =2 0
B=lay az a;)= 10 2 0| ,B'=1]0 3 O
0 21 0 -1 1
1 -1 0
w'=1[0 3 0|0 1 0]=[0 % 0]
0 -1 1
., . 1
wlz(),w2—§,w3:0,zw:§
Resposta do Exercicio 4
minz; — 229
—$1+$2—$3:2
—$1+£L'2—.’L'421
s.a.
ZL’2+JI5:3
r; >0,2=1,...,5
Fase 1
Tableau 0
Z|x1 To X3 Ta Ts xg Ty | b
110 0 O O O -1 -1]0
o1 1 -1 0 1 1 012
oj-1t 1.0 -1 0 0 11
o,0 1 0 O 1 0 o013
Tableau 0
Z|x1 To X3 Ta Ts xg X7 | b
110 2 -1 -1 0 0 013
oj1 1 -1 0 0 1 0|2
oj-1t 1. 0 -1 0 0 11
o,0 1 0 O 1 0 o013
Tableau 1
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b

To T3 T4 Ty Tg Ty

X1

Tableau 2

o) e e |
%{ 1“21_21“2
T% 1_21_21m2
by oo~
MM 1_21“21_2
2l e
& o —H o
ey — O O
N o O O

Fase 2

O | O It |

Ts
0
0
0
1

TA%OI.Q | =l
%601“21ﬂ21_2
glNjo = o
ST = oo

Tableau 0

Tableau 1

[ Yol KN |
o) _ I~ e | | Y
Flolo o —
M3_21_21ﬂ21_2
%01_21“21;21_2
Slojlo — o
Slo— oo
nl—Ho o o

Tableau 2

Ty T3 T4 Ty

T

Tableau 3

—6

To2 T3 T4 T

T

2

z
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Resposta do Exercicio 5 O problema na forma primal é

min 10z, + 2425 + 20x3 + 2024 — 2525
Ty 4+ 9 + 223 — 314 + 525 < 19
201 —4xy + 313 — 24 + x5 < BT
8xy + 913 < 2,
1 >0, 20 >0, 23 > 0.

S.a.

Agora na forma Dual temos,

max —19w; — STwe — 2ws
—wy — 2wy — 8ws < 10
—wy + 4wy < 24

s.a. { —2w; — 3wy — w3z < 20
3w + 2wy < 20

—Hw; —wy < —25

(

w3

V1 N

24 5 20}\
/

wl

O étimo é quando w3 = 0 (por inspegao) e com isso os trés pontos extremos sao:

5
e1 = (O) — 19 x 5 = =95 otimo

0
0 —19 x 30 — 57 x 25
25 — 7

20
= 2
ey = <3) —>19><?0:—126.67

= —285

€3 =
7
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Restrigoes com folga no dual no ponto 6timo

19) —wp — 2wy — 8wz < 04> 2] =0
2°) —wy; — 4wy <24 5 25 =0
3°) — 2wy — 3wy — w3 < 20 <> 25 =0

)
)
)
°) —3w; —2ws <20 > x; =0
)
)

W

50
6%) wy >0 <> zgx =0

—w1—2w2—8w3<OHxZ:0

Com isso temos que as variaveis basicas na solucao 6tima do primal sao: x5 , =7, xs.
Resolvendo para essa base encontramos:

5t =19 xp =2

* *_57 *_57 19 _ 266 * 2519_ 95
Ty + a7 = N T7 =00 —F =F = 5
Ty = 2 Ty =

Resposta do Exercicio 6 Seja x* uma solucao 6tima finita de
min 'z
S.a. {Aa: =b x>0
Entao pelo teorema da dualidade, existe uma solucao 6tima finita w* do problema dual.
maxw'b
s.a. {w'A =/.
Consider agora o novo problema
min ¢’z
s.a. {Ax =b, >0

Se o novo problema nao ¢é factivel, obviamente ele nao ¢ ilimitado. Como w* é factivel para
o dual (pois factibilidade nesse caso sé depende do vetor ¢) para qualquer solucao factivel
x temos que c’x > (w*)'b, o que mostra que o novo problema nao pode ser ilimitado.

Resposta do Exercicio 7

min ¢z

Axr = b,
s.a.
x>0
max w'db
s.a. {w’A </
dr* =w'\
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onde x* solucao do primal e A — solucao do dual.

Letra a)
(Clll’ = b1 (alx = bl
apr = by, — novo problema { papx = pby, = Anovor” = b
| amT = b [ OmT = b
Dual:

max wy 4 - - + wpbg + - - + Wby

A1 Wy + -+ -+ Qag Wi + 0+ A1 Wy, < G

s.a.
1wy + -+ PO Wi + - QWi < Cpy
A1
Ak
Anovo = | # | = N ovoAnove = N A < ¢ é factivel
Am
N ovobnove = N'b = c'z* é Gtimo
Letra b)
((llfL' = b1 (Cbll’ = b1
arr = by, arr = by,
: — — AnovoI* =b
a,x =Db, (a, + pag)z = (b, + pby)
am = by, AT = by,
\ \
Dual:
max wby + - - + wyby, + - - + wp(by + pby) + Wby,
awy + -+ apwy + - -+ (a1 F pag)w, + - - F Ay, < e
s.a. <

a1,W1 +---+ AW + -+ (arn + Makn)wr + -+ AmnWmn S Cp
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/\novo =

N ovoAnove = N A < ¢ — satisfaz os restrigoes

)\;wvobnovo = \Nb=cx* — é étimo

Letra c)

min ¢z
(
a1r = b1

s.a. { apr = by,

| am® = b

!

min(d + pag)z = min(dx) + uby

(
a1r = bl

s.a.  apr = by

| am® = b,

Dual

max wiby + - +wiby + -+ + Wb
wiar + -+ wiagy + -0+ wmbml < c1 + Ha k1
S.a.

W1Qqp + Wi Qkn + -+ wmbmn S Cn + HAfn,
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A1
)\novo = )\k + H
Am
Temos que

N ovo A < ¢+ pay, — satisfaz as restrigoes
N oo =Abr+ 4+ A+ )b + -+ Apbim,
= Nb+ pby = ¥ + pby, — 6timo
Exercicio 8 Deseja-se minimizar a seguinte funcao:
f(z1, 29, 23) = 202 + 2129 + T3 + To25 + m% — 6z — Tr9823 + 9

a Usando a condi¢ao necesséaria de 1* ordem, encontre um ponto que poderia ser um
minimo local da funcao.

b Verifique que o ponto é um minimo local usando a condigao suficiente de 2* orderm.

¢ Mostre que o ponto é um minimo global.

Resposta:
dri1 +x9 — 6 4 1 0| |x
Vf(l‘l,l'g,l’g): $1+2[B2+l’3—7 =11 2 1 i) —[6 7 8}
s+ 275 — 8 0 1 2| |
Fazendo V f(x1, 22, 23) =0 <
4ZE1+I2:6,
$1+2$2+I’3:7,
ZE2+2$3:8.
Com isso,
6—232 8—1’2
T = I3 =
1 4 s 43 9
6—x 8§—=x
.CC1+2372+£C3: 2+2£L’2+ 2
6 6 17
6-1’2+8l’2+16—2$2:28—>55E2:6—>l’2:g,fflzg,xgzg
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Q: —>H($,y)11:4>0

O o
L
N = O

detﬁl ;] —8—1=7>0,det(Q) =16—-4—2=10

Logo, () ¢é definida positiva.
Como H(xq, %2, x3) = Q é definida positiva, f(x1,zs,x3) é convexo, e portanto, é um
ponto de minimo local , e minimo global.
Exercicio 9 Deseja-se minimizar a seguinte funcao:
f(l’l, l‘g) = 100(1‘2 — ZE%)2 + (]. — I1>2
a Obtenha as expressoes para o gradiente e matriz hessiana da funcao.

b Qual é o numero global desta funcao? verifique que neste ponto a condicao suficiente
de 2% ordem satisfeita.

¢ Mostre que a matriz hessiana é positiva definida para todo (1, x2) tal que f(z1, z2) <

0.0025
Resposta:
f(z1,29) = 100(zg — 27)* + (1 — 31)?
et =g 31— P
H(zy,m5) = {—400(1:2 - az%)_;oég?xl(—zm) +2 —Zé(())(())xl} Vo a0) = 0 2y — 2. 1 — 1

b)

minf(xy,z2) =0e x; =1, 9 = 1. Neste caso, Vf(1,1) =0e

802  —400
H(1,1) = {_400 200 } e (A —802)(A — 200) — 16000 = 0

A2 — 1002\ + 160400 — 160000 = 0 — A> — 1000A + 400 = 0 — A = (1001.6 , 0.4)

Logo, ¢ definida positiva.
Letra c

80022  —4002;
—400z; 200

detH (x1,75) = 0 — 200(—400(zy — 27) +2) = 0 — x5 — 23 = 0.005

Ty — 27 = 0.005 = H(11,29) = { ] — detH (21, 25) = 16000023 — 16000027 = 0
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Portanto, detH(z1,75) = 0 < 29 — 23 = 0 e (x5 — 2?) < 0.005

detH (1, z2) = 200(—400(zy — 23) +2) > 0
H(l‘l, $2)11 = (—400(272 — ZL'%) + 2) + 8001’% >0

Logo, (z2 — 2%) < 0.005 — H(z1,z2) é definida positiva.

f(z1,15) < 0.0025 — 100(xy — 27)* + (1 — 21)* < 0.0025
100(z5 — 27)20.0025 — (29 — 27)? < 0.000025 — (25 — 22) < 0.005 — H(x1, 1)

é definida positiva.

Exercicio 10 Determine o minimo global da funcao:

fw1,20) = 20% + 25 — 2w19 + 205 + 27,

4 o 2 4 3
Vf (1, ) = [ r1 — Ty + 627 + xl]

2x9 — 211
Hizs,25) = {4+ 122, + 1247 —2]
—2 2
det(H(z1,12)) = 4(627 + 621 +2 — 1) = 421 (62, + 6 + 1)
Vf(z, 1) =0<=2+2=ux, ,(42° + 62, +2) = 0 <=
a)xy =x2=0, b)ax;=—1, zo=—1, ¢)ax;=—-1/2, 29 =—-1/2

a) H(0,0) = _42 _22 Jdet =4>0,tr =6 >0,
= )\ > 0, Ao > 0= (0,0) minimo local

b) H(—1,-1) = __42 _22_ Jdet=4>0,tr =6 >0,
== A\ > O,- A2 >0 :> (—1,—1) minimo local

¢) H(—1/2,-1/2) = {_12 _22] et = —1<0,tr=3>0,

= A\ X Ay < 0= (—1/2,—1/2) ponto de sela
0< (21 —a0)? + 22 () + 1) = 22 — 2wy29 + 22 + 23 (2? + 201 + 1) = 2] + 22% + 227 — 20109 + 2
= (0,0) minimo global.

Exercicio 11 Seja
f(z1,20) = 22 + 23 + 2129 — 321
a Determine um minimo local de {.

b Porque a soluca de a) é um minimo global?
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¢ Encontre o minimo de f sujeito a z; > 0,29 > 0.

Letra a)
. 2171+ZL‘2—3 . 2 1
vf<x17x2)—|: 2$2+l’1 :|,H<£IZ'1,.I'2)—|:1 2:|
i 2 1 I 3
vin = (1o 1] - o)
=329 =3 = Tox = —1, 9% =2
det|" 77\, =08 (=2 —1=05 N —4A+3=0-A=(, 1)

Letra b) Portanto, o Hessiano é positivo definido e o ponto é de minimo global(a

fungao é convexa).
Letra c)

g1(z1,29) = =21, gol@1,m2) = —2

2$1+$2—3—U1 . 0
l'1+2332 —U2 - 0’

Urry = O,U1 Z 0

ULy = O,UQ Z 0

1. uy =0, up =0,21 = 2,29 = —1 nao serve

2.

—uy =3 = -3
up >0 —x1 =0, uzzoé{xz (51 _}{m

209 =0 29 =0,2,=0
nao serve
3.
4.
ur > 0,uy >0 —=>21=0,20 =0,u1 = —3u, =0
nao serve
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Exercicio 12 Aplique as condigoes de 1* e 2% ordem a funcao
f(@1, 20, 23) = 27 + 423 + 16x§

sujeita a restrigdo h(xy, 9, x3) = 0 e obtenha os pontos de minimo local global para cada
caso abaixo:

a h(zy,xe,x3) =11 — 1
b h(l’l,l’g,l'g) = T1T2 — 1

¢ h(xy, 29, x3) = x10903 — 1

Resposta
211 20 0
Vfix)= |8z | = F= |0 8 0
32x3 0 0 32
Para o primeiro caso
2$1+>\:O
Qo =
100557 A= 2, 2w5 = 0
321’3:0
£L‘1:]_
L=F>0
Para o segundo caso
2ZE1+)\ZL‘2:0
Z2
8 Ary =0
o | = ST An S22 4 A=0
0 32x3 =0
xll'g:l
8r5+A=0
r] = 4z
1t = 4a3
x1212x2—>xf:2—>x\:—4—>a€1::|:\/§—>
21y | 2 0 0]
1 T =vV2, 00 =1 23=0 1
—>x2j:——>{1 Va3 =15 ] Vi=|8s |F=1[0 28 0
\/§ 3’31:—\/57172:_%7553: 32333_ 0 0 32_
o | 0 1 0]
Vh= x|, H=|1 0 0
0 | 0 0 0]
20 0 010 2 -4 0 1 -2 0]
L=F+XH=|08 0|—-4|1 00|=]-4 8 0|=2|-2 4 0
0 0 32 000 0 0 32 0 0 16
1 =2
det[_2 4}20
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W
M = (z1,29,23),[1 2 0] |y2]| = 0= (y1,92 43)y1 = —20s

Ys
1 =2 0] [-2u =2y
[—2y2 v2 ws] |—2 4 0 Yo | = [—4y2 Bya 16ys] | vo | =16(y3) +y; >0
0 0 16 Ys Y3
os 2 pontos sao minimos globais
1
f(i\/i,i§,o) =2+42=4
Para o terceiro caso
21’1 + )\1’2.1'3 =0
89 + Arya3 = 0 T2
To + AT1T3 Vh — 2175
32[L’3 + )\ZEll’g =0 125
T1T2T3 = 1
207 + A =0 a = £/ -3
32aF 4+ N =— 15 =%,/ 3
(_—Ag)l/2 =1—= N =512 \=-8
512
r1 =42, w9+ 1,23 =+1/2 e x12003 = 1
M = (y1, Y2, y3); (2223 2123 T122) (Y1 Yo y3)/ =0
2 0 0 0 3 o
F=108 0|, H=|xz3 0 x
0 0 32 To X1 0
Logo,
i)ry = 2,09 = lag = %
=2, 19 = —lw3 = —2 1
ZZ)IB1 y L2 T3 21 _>f:4_|_4+_6:12
iii)r] = —2, 19 = log = —3 4
W)z = —2,xy = —lzg = 5
entao

OM < (3,1,2) = g1+ 2y0 +4ys = 0 = y1 = =2y — 4y = —(2ys + 4y3)

Z'Z)M : (%, —1, —2) — Y1 — 2y2 — 4y3 =0

wi)M : (=3,1,-2) = —y1 + 2yo — dys = 0
iv)M : (—%, —-1,2) = —y1 —2ys +4y3 =0
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Caso i) (os outros sao similares)

2 -4 =8
F+MH=|-4 8 —16|det(.)=—256
-8 —16 32
1 -2 —4 2y2 — 4y3
202 —4ys w2 ws] [-2 4 -8 Yo = 2(2y2 + 4ys)* + 8y5 + 32y3 > 0
—4 -8 16 Ys
Y1 n
para |y2| € M, |y2| #0
Ys Y3

Exercicio 13 Resolva o seguinte problema de programacao quadratica:

1
min éx’Qx +b'x

3 -1 0 1
Q=|-1 2 —1|,b=-|1
0 -1 1 1

e obtenha os pontos de minimo local(global) para cada restrigao abaixo:

1. ZL’1+2£E2+I3:4
2. $1+2l’2—|—l‘324

Resposta Caso 1.

Vix)=Qz+b
1
Vh(z) = |2
1
1
Qr+b+X |2 =0
1
Logo,
3 -1 0 1| |~ -1
-1 2 =1 2| [z [—1
0 -1 1 1| |x3] |-1
12 1 0f[A 4
entao

T = 0.5,1’2 = 1,32’3 = 15,)\ =0.5

3 1
S 14-=1

27 T3

3 1
—14+2+2=1

513

1 3
S+242=4

SRR
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Caso 2.

1
Qr—b—uy |2]| =0
1

u(4 — (x1+ 229+ 23)) =0
Caso 2.1.

up >0—>2x1=0>5,29 =1,23 =15,u; = —0.5
Caso 2.2.

m=0—=Qr=b—->Q 'a=b—>2=0Q'b
1.5

xr = |3.5| — solugao otima
4.5

onde

$1+$2+$3:13Z4

Exercicio 14 Resolva o seguinte problema:

max 14z, — x% + 69 — x% +7

T+ x9 <2
S.S.
T+ 219 < 3

Resposta Fazendo,

f(Z‘l,ZEQ) = —141'1 + .T% - 6$2 + l’% -7

g1(x, lwg) = o1 + 29 — 2
1229 — 3

GRS {_6”@} Vgi(z1,75) = m Va1, 22) = [

Com isso podemos escrever

1
+
(171 + 19 — 2)7,1,1 =0
(ZL‘l + 2£B2 — S)Ug =0

1

U +
D

UQZO

Letra a: uq3 > 0, us >0
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21’1+U1+U2:14 N U1+UQ:12 N u2:—8
29 +up +2uy =6 U + 2uy = 4 u; = 20

ZL’1—|—JI2:2 1‘2:1
_>
ZE1+2ZE2:3 ZL‘1:1

Letra b:
uy > 0, uy =0

2 =14
{x1+U1 200 — 200 =8 > 11— a9 =4

2$2+U1:6
T1+x9=2—>x1+20=2

$1:3, 1‘2:—1

—u; =14 —2x1, =8
T1+ 229 =3 —2 =1 < 3 candidato

I1:3, I’QZ—L U1:8, UQZO
Letra c:

up = 0,uy > 0,

2 =14
SR — Ay — 2wy = 22

2£E2—|—2U2:6
ZE1+2{L‘2:3
I1:5,.§L’2:—1,UQ:4

T1+ 22 =5—1=4> 2 nao serve

Letra d: uy =0, us =0

om, = 14 =7
%
2%2:6 1’2:3

1+ 22 =7+3 =10 > 2 nao serve

20
F:{O 2},9120,9220
T =3 s
L=F>0— ¢ minimo local
332:—1
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Exercicio 15 Resolva o seguinte problema:

min x, + x3

T1+ 2o +a3=1
S.a. 5 9 9

Resposta
0 1 T
Vi(x)= [1|,Vhi(z) = |1]|,Vh(x) =2 |x9
1 1 I3

Para o caso de 12 ordem

0+/\1+2I'1/\2 =0—- —>\1 :21'1/\2
1+)\1—|—21‘2)\2:O
1—|—)\1+23§'3)\2:O—>($2—$3))\2:O

Ao # 0 pois caso contrario teriamos (Ay = 0). Logo, xo = x3 e

{xl + 2y =123 +223=1 — {(1 — 229)? 4 223 — 229319 — 2) = 0

Letra a

1
$2:l‘3:0,$1:1,)\1:—1,>\2:—§

Letra b
2 1 4 1
g = —. T = i p—
Ty = T3 3’ 1 3 3
4
)\1 = —2I2)\2 — 1 = —g)\g — 1
2
)\1 = —21’1)\2 = g)\z
1 1
S A=\ ==
2 27 1 3
1
3
T = % AL =—1/3, 0 = —1/2
3
22 Ordem:

1
V2f(z) = 0,V?hy(x) = 0, Vhy(x) =2 |0
0

o = O
_ o O
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Para a) : L = %2[ =1 >0 — z, é minimo local.(global pois o conjunto de factibilidade
é compacto)

1
zr =10
0

¢ minimo global.
Para b): L = —12] = —I < 0 — x, ¢ méximo local(global), Ay = —1/2

[SSI[ UM N
Wl

¢ maximo global.

Exercicio 16 Resolva o seguinte problema:

min x? + x%xlxg — 31

gp JUit2n =l
21’1 + a9 > 1

Resposta Fazendo

f(zq,x9) = x% + x% + 2179 — 371
G1(x1,22) = 1 — (21 + 225)
g2(x1,29) = 1 — (221 + 22)

vu=[1] ve=[]

201 + 9 — 3 —u; — 2uy =0
$1+21’2-2U1-U2:O

Caso 1) uy =0, ug =0 — x1 = 2,25 = —1 sdo serve.
Caso 2) u3 >0, us =0

2ZL‘1+JZ2—U,1:3

1
Ty + 219 —2u; =0 —>x1:2,a:2:—§
$1+2£L’221
1 7
2 =4—-——-—==>10
T+ X9 5 5
1

u1=2$1+x2—3:—>00k

\)

Caso 3) u3 =0, us >0
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21’1+[L’2—2U2—3

14+ 2T9 —ug =0 —x1 =129 =—1
21’1+$2:1
Ty + 2r5 =1—2=—1 — nao serve

Exercicio 17 Resolva o seguinte problema:
inaf + 3 + 125 — 3
min x] + x5 + x129 — 311

S.A. {xf a2 <

Resposta

fxy,29) = x% + x% + 2179 — 311

g(x1,29) = x% +x§ >1

2y + 15 — 3 2 2 1 2 0
Vi, z:) = { x:; +x22x2 }’Vg(xl’xz): [22] b= [1 2] H = [0 2]

Kuhn tucker:

201 + 9 + 2x1u = 3
Ty + 229 + 229u = 0
u(zi+a3—1)=0,u>0

i) u=0—x =2,29 =—1 nao serve.
i) u>0— 23 =1

2r1(1+u) + 29 =3 — —dxo2? +29=3
1+ 2x2(1 4+ u) =0 — 27 = —2x92

3
1—42%) = =
n(l =427 =3 2w = o
3 —62

To = y L1 =

(1—22)(1+22) (1—22)(1+22)
943622 = (1 —22)%(1422)? = (1 —42%)? =1 — 8% + 162"

162" — 82 — 362 +1—-9=0— [ = 2?
_ 11+ VI53

[
8

22 =292 2=117—0.71

1 = 0.96 9 = 0.28

B 121 2 01 [342 1 - 9
L=F+ Hu= L 2}%—0.71 [0 2} [ 1 3.42:|,d€t(L)3.42 —1>0,
ti(L) =2x342>0

1 =0.96
L>0-{" ¢ minimo local(global)
x5 = 0.28
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Portanto,

flat,23) =1+ 0.96 x 0.28 — 3 x 0.96 = —1.6656

Exercicio 18 Resolva o seguinte problema:

min z% + 25 — 117,

s.a. {xlxg < -1

Resposta

9(2) = 21w + 1, Vg(z) = Bj L Vf(z) = [2331 — 1 CF— {_21 ‘21} det(F) =3>0

—x1 + 229
' [m] o [O]
T 0

u(rixe +1) =0

21’1 — X9

-1 + 2272

i)u=0—

201 — x5 =0 .
— 21 = 0,25 = 0 nao serve!
—x + 2£C2 =0

i) u>0—
2$1—$2+Z’2UZO
-1+ 229 +x7u =0
l’ll'gz—].
2[[‘%—1’11'2—11:0
—x1x2+2x§—u:0
202 4+ 202 =0 = a2 =23 > o] =1

l’lzil
LEQIil
Letra a)
xlzl
iL'Q:—l
241-u=0—u=3
—1-24+u=0

Page 27 of 31 — Programagao Matemédtica (PTC3420)



Letra b)

.’171:—1

To=1—

{—2—1+u:0—>u:3

1+2—u=0

22 Ordem:

para y £ 0 em M((1,1)) = M((—1,1)). Logo, {_11] ¢ { 1

min(z; — 3)% + (29 — 2)?

i + 23 <5,
S.A. 1+ To S 3,
21 20,20 >0
Resposta

2(.731 - 3)

Vi) = e 23| Vot = ] Vanto = |

2r1 + 2z1u1 +us =6
229 + 2x0u1 + Uy = 4
u(z3+23—-5)=0
ug(xy +29—3)=0

Dup = 0,us =0 — a1 = 3,29 =

iu; = 0,uy =0 —

(1+U1
<1+U1)2 = = —)Ul
2 =3 —2‘[

1 vir 2 = U

(21[‘1(1 —|—u1) =612 =
2[[‘2(1 —|—u1) =4 - xy, =

(I+ur+1)
)
-1+

Exercicio 19 Resolva o seguinte problema:

3
(1+u1+1)

+ui+1)

JE

2 52?4+ 23=11>5.

T+ o =

-1

i

5v/5
Vi1

} sao minimos locais.

= 3.37 > 3 nao serve
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ZZZ) U1 :07 ug > 0

21‘1+U2:6
200 +up =4 —2(r1—x9) =211 —39=1
J]1+[E2:3

33'1:2,.172:1

iv) uy >0, ug >0

21’1(1 + Ul) + Ug = 6
2%‘2(1 + ul) + Uo = 4

2 2:5
Tt T —>I1:2,ZL’2:1,U1:0
.I1+$2:3
2 * Ordem :

-2 0
L_{O 2}>0

OK

Exercicio 20 Considere 2 ativos com retornos R; e Ry é fator de correlacao, medias, e
desvios padrao dados por

P = —0.5,7“1 = 14%,0'1 = 10%,0’2 = 20%

Considere também um ativo livre de risco com retorno ry = 10%. Considere um portfolio
com retorno P = wory 4+ walle, wy, w1 +we = 1. Quanto deve ser alocado nos ativos livre
de risco, ativo 1 e no ativo 2 de forma a se ter uma carteira de minima variancia e retorno
esperado = 20%7 Qual é o risco dessa carteira e como ele se compara com o ativo 2
individualmente?
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Resposta:

min 0.01w? + 0.04w? — 2 x 0.5 x 0.1 x 0.2w;wss.a.0.1(1 — w; — wy) + 0.14w; + 0.2w, = 0.2

f(wy,wy) = 0.01[w] + dw; — 2w w,]

0.1 — 0.1(wy + wg) + 0.14w; + 0.2wy = 0.2

0.04w; + 0.1wy = 0.1 — 4w, + 10wy = 10

h(wq,wy) = 10 — 4wy — 10wy

min 0.01(w; + 4w; — 2w ws)

s.a.4w; + 10w, = 20

2wy —QwQ]
—2w1 + 8wy

V(wy,wp) = — [140}

0.01(—2w; 4 8wsy) — 10A =0
4w1 + 1021)2 =10

Vf(wl,wQ) =0.01 |:

13
wp = 7w2
13 70 65
4(7'{[]2) + 10w2 = ]_0 — Wy = @,wla
Em renda fixa:
100
1——=-63,92
61 ,92%

Em R;: 2_? >~ 6.56%.
Em Rs : % >~ 57.38%.
Risco da carteira:

o = 0.01(w? + 4w; — 2wiws)

65° + 4.35 — 2.65.35
=001 (T — 0.012295

o =11.09%(< 20% do ativo r3)

22 Ordem:

2 =2

V2 f(z) = 0.001 {_2 q

] ,V2h(z) =0, tra(V2f(x)) =0.01(2+8)=0.1>0

det(V2f(z)) = (0.01)*(16 — 4) = 0.01* x 12 > 0

Logo, V2f(z) > 0. A solucao encontrado ¢ minimo local (global pois f(z) é conversa
e 0 conjunto restri¢ao é convexo.)
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Exercicio 21

U \k)pE =0, k=0....,T,
Mk —1)=AE)gE +VE k=1,...,T,
MT) = \NT +1)G,,

U(x,u, k)= Q(k;——ll—l)2U2’ d(r,u k) =x+u—dk), Glz)==x
\Pﬁzm? \ijc:oa ¢Z:1a ¢§:17 zela

u(k) _ _ _ _ CMT— 1) —
UFSIE +AK) =0, k=0,....,TAk-1)=\k), k=1,....TNT) = NT =1) = ¢
— AE)=co, k=0,...,T = (k“iki)Q = o= u(k) = —colk+1)%, k=0,...,T
z() = xo+i(u(j) —d(j) =0=2(T+1) = xo—i-Zu(j) - D=
B 6(D — xo) S\ 6(D — o) 2
At (k) = (T + 1)(T +2)(2T + 3) (k+1)%,

J(u) = 3(D — x)?

(T+1)(T+2)(2T +3)’
Para T = 2, u"(0) = Dl_fo, w(1) = g(p ), w(2) = 5D~ ), () = %_

BOA SORTE :D
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