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Nesta aula...
● Terminaremo de resolver a equação de Schrödinger 

para o átomo de hidrogênio:

– A solução da parte radial

– A quantização da energia

– Níveis de energia e linhas de emissão

– O átomo de Schrödinger
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As equações desacopladas

−C 1 . sen2
θ −

senθ

f (θ)

  d
d θ (senθ

d f (θ)

 d θ )=C 2

   1
g(ϕ)

  d2 g(ϕ)

    d ϕ
2

=C2

  1
R (r)

 d
d r (r2 d R(r)

d r )+2 mr2

  ℏ2 [E−V (r)]=C1

V (r ,θ ,ϕ)=−
K
r

Potencial 
Coulombiano

x , y , z :−∞→+∞

r :0→+∞

θ: 0→π
ϕ=0→2π

r=√ x2
+ y2

+x2

θ=cos−1(z
r )

ϕ=tan−1( y
x )

● Temos agora, de abordar as 
equações desacopladas para obter 
a solução completa para o átomo de 
hidrogênio!
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f lm (θ)=
(sen θ)

|m |

   2l l ! [      d
d (cosθ) ]

l+|m|

(cos2
θ−1 )

l

As equações desacopladas
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● Temos agora, de abordar as 
equações desacopladas para obter 
a solução completa para o átomo de 
hidrogênio!

 g (ϕ)=e−imϕ  
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f lm (θ)=
(sen θ)

|m |

   2l l ! [      d
d (cosθ) ]

l+|m|

(cos2
θ−1 )

l

As equações desacopladas

  1
R (r)

 d
d r (r2 d R(r)

d r )+2 mr2

  ℏ2 [E−V (r)]=C1

V (r ,θ ,ϕ)=−
K
r

Potencial 
Coulombiano

x , y , z :−∞→+∞

r :0→+∞

θ: 0→π
ϕ=0→2π

r=√ x2
+ y2

+x2

θ=cos−1(z
r )

ϕ=tan−1( y
x )

● Temos agora, de abordar as 
equações desacopladas para obter 
a solução completa para o átomo de 
hidrogênio!

 g (ϕ)=e−imϕ  



2 de dezembro de 2020 © Tiago F. Silva - Física Moderna I - Física atômica: O átomo de hidrogênio - Parte 2 6

A parte radial do átomo de hidrogênio
● Solução da parte radial da equação de Schrödinger

● Potencial Coulombiano

  1
R (r)

 d
d r (r2 d R (r)

  d r )+2 mr2

  ℏ2 [E−V (r)]=C1

 d
d r (r2 d R (r )

d r   )+
2m r2

  ℏ2 [E−(− K
r
+

ℏ
2 l (l+1)

  2mr2 )]R(r)=0

C1=l (l+1)
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A parte radial do átomo de hidrogênio
● Solução da parte radial da equação de Schrödinger

● Potencial Coulombiano

  1
R (r)

 d
d r (r2 d R (r)

  d r )+2 mr2

  ℏ2 [E−V (r)]=C1 C1=l (l+1)

V efetivo(r )

 d
d r (r2 d R(r )

d r   )+
2m r2

  ℏ2 [E−(− K
r
+

ℏ
2 l(l+1)

  2mr2 )]R(r)=0



2 de dezembro de 2020 © Tiago F. Silva - Física Moderna I - Física atômica: O átomo de hidrogênio - Parte 2 8

Resolvendo a parte radial da eq. dif.

 d
d r (r2 d R(r )

d r   )+
2m r2

  ℏ2 [E−(− K
r
+

ℏ
2 l(l+1)

  2mr2 )]R(r)=0
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

 d
d r (r2 d R(r )

d r   )+
2m r2

  ℏ2 [E−(− K
r
+

ℏ
2 l(l+1)

  2mr2 )]R(r)=0 u(r)=r R(r)

 d
d r (r 2 d R(r)

  d r )= d
d r (r 2   d

 d r
r−1u(r ))

                       =
 d
d r

r2 [−r−2u(r)+r−1 d u(r)
  dr ]

                       =
d
dr [−u(r )+r

d u(r)
  dr ]

                       =−
d u(r)
   dr

+
d u(r)
   dr

+r
d2u(r)

  dr2

                       =r
d2 u(r)

  dr2
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

 d
d r (r2 d R(r )

d r   )+
2m r2

  ℏ2 [E−(− K
r
+

ℏ
2 l(l+1)

  2mr2 )]R(r)=0 u(r)=r R(r)

 d
d r (r 2 d R(r)

  d r )= d
d r (r 2   d

 d r
r−1u(r ))

                       =
 d
d r

r2 [−r−2u(r)+r−1 d u(r)
  dr ]

                       =
d
dr [−u(r )+r

d u(r)
  dr ]

                       =−
d u(r)
   dr

+
d u(r)
   dr

+r
d2u(r)

  dr2

                       =r
d2 u(r)

  dr2

r
d2 u(r )

d r2   
+

2m r2

  ℏ2 [E−(− K
r
+

ℏ
2 l(l+1)

  2mr2 )] u(r )
r   

=0
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

 d
d r (r2 d R(r )

d r   )+
2m r2

  ℏ2 [E−(− K
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+

ℏ
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  2mr2 )]R(r)=0 u(r)=r R(r)

 d
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                       =
 d
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                       =
d
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  dr ]

                       =−
d u(r)
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d u(r)
   dr

+r
d2u(r)
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                       =r
d2 u(r)

  dr2

r
d2 u(r )
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+

2m r2

  ℏ2 [E−(− K
r
+

ℏ
2 l(l+1)

  2mr2 )] u(r )
r   

=0

d 2u(r)

d r2   
+

2m
 ℏ2 [E−(− K

r
+

ℏ
2 l (l+1)

  2mr2 )]u(r )=0

d2u(r)

d r2   
+[ 2 m E

   ℏ2 +
2m K
 ℏ2 r

−
l(l+1)

    r2 ]u(r)=0
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.
d2u(r)

d r2   
+[ 2 m E

   ℏ2 +
2m K
 ℏ2 r

−
l (l+1)

    r2 ]u(r)=0 (
ϵ
2 )

2

=−
2m E

  ℏ2 x= r ϵ
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.
d2u(r)

d r2   
+[ 2 m E

   ℏ2 +
2m K
 ℏ2 r

−
l (l+1)

    r2 ]u(r)=0 (
ϵ
2 )

2

=−
2m E

  ℏ2 x= r ϵ

d2u(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2 m K
 ℏ2

ϵx
−

l (l+1)

    x2 ]u(x)=0
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.
d2u(r)

d r2   
+[ 2 m E

   ℏ2 +
2m K
 ℏ2 r

−
l (l+1)

    r2 ]u(r)=0 (
ϵ
2 )

2

=−
2m E

  ℏ2 x= r ϵ

d2u(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2 m K
 ℏ2

ϵx
−

l (l+1)

    x2 ]u(x)=0

d2u j
k
(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2 j+k+1
     2 x

−
k2

−1

  4 x2 ]u(x)=0

u j
k
(x)=e−x /2 x(k+1)/2 L j

k
(x)
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.
d2u(r)

d r2   
+[ 2 m E

   ℏ2 +
2m K
 ℏ2 r

−
l (l+1)

    r2 ]u(r)=0 (
ϵ
2 )

2

=−
2m E

  ℏ2 x= r ϵ

d2u(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2 m K
 ℏ2

ϵx
−

l (l+1)

    x2 ]u(x)=0

d2u j
k
(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2 j+k+1
     2 x

−
k2

−1

  4 x2 ]u(x)=0

Zoológico 
das equações diferenciais

u j
k
(x)=e−x /2 x(k+1)/2 L j

k
(x) k e j índices 

inteiros!
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

d2u(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2m K

 ℏ2
ϵx

−
l (l+1)

    x2 ]u(x )=0

d2u j
k
(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2 j+k+1
     2 x

−
k2

−1

  4 x2 ]u(x)=0

u j
k
(x)=e−x /2 x(k+1)/2 L j

k
(x ) k e j índices 

inteiros!
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

d2u(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2m K

 ℏ2
ϵx

−
l (l+1)

    x2 ]u(x )=0

d2u j
k
(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2 j+k+1
     2 x

−
k2

−1

  4 x2 ]u(x)=0

u j
k
(x)=e−x /2 x(k+1)/2 L j

k
(x )

l(l+1)=
k 2

−1
   4

k 2
=4 l2

+4 l+1
   =(2 l+1)

2
⇒k=2l+1

k+1
  2

=
2 l+2
   2

=l+1

k e j índices 
inteiros!
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

d2u(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2m K

 ℏ2
ϵx

−
l (l+1)

    x2 ]u(x )=0

d2u j
k
(x)

d x2   
+[− 1

4
+

2 j+k+1
     2 x

−
k2

−1

  4 x2 ]u(x)=0

u j
k
(x)=e−x /2 x(k+1)/2 L j

k
(x )

l(l+1)=
k 2

−1
   4

k 2
=4 l2

+4 l+1
   =(2 l+1)

2
⇒k=2l+1

k+1
  2

=
2 l+2
   2

=l+1

2m K

 ℏ2
ϵ

=
2 j+k+1

2       
2 j+k+1

2       
=

2 j+(2 l+1)+1
2          

= j+ l+1=n j=n−l−1

k e j índices 
inteiros!
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

2 m K

 ℏ2
ϵ

=
2 j+k+1

2       
2 j+k+1

2       
=

2 j+(2 l+1)+1
2       

= j+ l+1

número 
inteiro!
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

2 m K

 ℏ2
ϵ

=
2 j+k+1

2       
2 j+k+1

2       
=

2 j+(2 l+1)+1
2       

= j+ l+1

número 
inteiro!

2m K

 ℏ2
ϵ

= j+ l+1=n
ϵ

2

4
=−

2m E
  ℏ2

m2 K2

   ℏ4 (− ℏ
2   

2 m E)=n2
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

2 m K

 ℏ2
ϵ

=
2 j+k+1

2       
2 j+k+1

2       
=

2 j+(2 l+1)+1
2       

= j+ l+1

número 
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2m K

 ℏ2
ϵ

= j+ l+1=n
ϵ

2

4
=−

2m E
  ℏ2

m2 K2

   ℏ4 (− ℏ
2   

2 m E)=n2 En=−
m Z2 e4

8h2
ε0 n2

K=
  Z e2

4 πε0
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

2 m K

 ℏ2
ϵ
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2 j+k+1

2       
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2       
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 ℏ2
ϵ
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ϵ
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4
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2m E
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m2 K2

   ℏ4 (− ℏ
2   

2 m E)=n2 En=−
m Z2 e4

8h2
ε0 n2

K=
  Z e2

4 πε0

Δ E=
m Z2 e4

8h2
ε0

(
1

ni
2−

1
nf

2) Fórmula de 
Rydberg!
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Resolvendo a parte radial da eq. dif.

2 m K

 ℏ2
ϵ
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2 j+k+1

2       
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2       
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2       
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número 
inteiro!

2m K

 ℏ2
ϵ

= j+ l+1=n
ϵ

2

4
=−
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m2 K2

   ℏ4 (− ℏ
2   

2 m E)=n2 En=−
m Z2 e4
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  Z e2

4 πε0

Δ E=
m Z2 e4

8h2
ε0

(
1

ni
2−

1
nf

2) Fórmula de 
Rydberg!

Energia dos estados só depende de n, 
não depende de nenhum número 
quântico de momento angular!!
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● Na solução da parte radial, 
analogamente ao que aconteceu com 
a solução do potencial harmônico, 
encontramos que a energia dos 
estados é quantizada para satisfazer 
a equação de Schrödinger e a 
condição de normalização

● Resultado igual ao de Bohr!

A energia dos estados e as transições

En=−
μ

2( e2    
4πε0 ℏ)

2
1

n2=−
13,6

n2  
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● Na solução da parte radial, 
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● As equações diferenciais impões 
restrições sobre os valores possíveis 
dos números quânticos:

● Vínculo entre os números quânticos:

A energia dos estados e as transições

n=1, 2, 3, 4, ...                          : inteiro (camada)
l=0, 1, 2, 3, ... , n-1                   : inteiro (subcamada)
m=-l, -l+1, ... , 0, 1, ... , l-1, l   : inteiro (orbital)

En=−
μ

2( e2    
4 πε0 ℏ)

2
1

n2

2 j+k+1
2       

=
2 j+(2 l+1)+1

2       
= j+ l+1=n

j=n−l−1
● j deve sempre ser maior ou igual a zero!

▻ l pode ser 0, logo o menor n será 1
▻ l não pode ser maior nem igual a n

Do slide 18!



2 de dezembro de 2020 © Tiago F. Silva - Física Moderna I - Física atômica: O átomo de hidrogênio - Parte 2 27

A parte radial do átomo de hidrogênio

● Desfazendo todas as transformações 
que fizemos até agora:

Polinômio de Laguerre

Ln
l
(x )=(−1)

2 l+1 d2 l+1

dx2 l+1 [ex dn+ l

dx n+l
(e−x xn+1 ) ]

a0=
4 πε0ℏ

2

m e2   
Rn l(r )=Anl e

−r /a0 n(
 2 r
a0 n )

l

Ln
l
(2 r /a0 n)
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A parte radial do átomo de hidrogênio

● Polinômios de Laguerre também são tabelados!
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A parte radial do átomo de hidrogênio

 r̄nl=
n2 a0

Z   {1+
1
2 [1−

l (l+1)

n2    ]} 

¯rnlm=∫−∞

∞

(ψ
* r̂ ψ)r2 senθdr dθd ϕ
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A parte radial do átomo de hidrogênio
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f lm (θ)=
(sen θ)

|m |

   2l l ! [      d
d (cosθ) ]

l+|m|

(cos2
θ−1 )

l

As equações desacopladas

  1
R (r)

 d
d r (r2 d R(r)

d r )+2 mr2

  ℏ2 [E−V (r)]=C1

V (r ,θ ,ϕ)=−
K
r

Potencial 
Coulombiano

x , y , z :−∞→+∞

r :0→+∞

θ: 0→π
ϕ=0→2π

r=√ x2
+ y2

+x2

θ=cos−1(z
r )

ϕ=tan−1( y
x )

● Temos agora, de abordar as 
equações desacopladas para obter 
a solução completa para o átomo de 
hidrogênio!

 g (ϕ)=e−imϕ  



2 de dezembro de 2020 © Tiago F. Silva - Física Moderna I - Física atômica: O átomo de hidrogênio - Parte 2 32

f lm (θ)=
(sen θ)

|m |

   2l l ! [      d
d (cosθ) ]

l+|m|

(cos2
θ−1 )

l

As equações desacopladas

V (r ,θ ,ϕ)=−
K
r

Potencial 
Coulombiano

x , y , z :−∞→+∞

r :0→+∞

θ: 0→π
ϕ=0→2π

r=√ x2
+ y2

+x2

θ=cos−1(z
r )

ϕ=tan−1( y
x )

● Temos agora, de abordar as 
equações desacopladas para obter 
a solução completa para o átomo de 
hidrogênio!

 g (ϕ)=e−imϕ  

Rnl(r)=A nl e
−x /2 x l

(−1)
2 l+1 d2 l+1

dx2 l+1 [ex dn+ l

dxn+l
(e−x xn+1 ) ]

x=(
 2r
a0 n )
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Visualizando a solução
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Notação química!
● A notação química veio antes da era da mecânica quântica

● Veio da necessidade de se nomear as linhas de 
espectroscopia de emissão (espectros de emissão)

 

 

 

● Assim, funções de onda com número quântico:

n=  1   2   3   4   5          ⇐  valor numérico
       K   L   M   N   O     ⇐  símbolo

l=  0   1   2   3   4          ⇐  valor numérico
       s   p   d   f   g     ⇐  símbolo

n=1 , l=0  é nomeada como o estado 1s
n=2 , l=1  é nomeada como o estado 2p

Camada:

Subcamada:
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Distribuição eletrônica na subcamada s

● Se estende por regiões maiores quando 
o número quântico principal aumenta

● Apresenta nós, e quanto maior o número 
quântico principal, mais nós são 
presentes
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Distribuição eletrônica na subcamada p
● Somente os orbitais s são esfericamente simétricos
● Quando l aumenta, aumenta também o número de 

orbitais na subcamada
● O orbital fica mais complexo, com o surgimento de 

planos nodais
● A subcamada 2p tem l = 1, com três valores de m (−1, 

0, e +1), logo três orbitais
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Distribuição eletrônica na subcamada d

● A subcamada 3d tem 
l = 2, com três valores 
de m (-2,−1,0,+1 e 
+2), logo cinco 
orbitais
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Visualizando os orbitais quânticos
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Visualizando os orbitais quânticos
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Bohr Vs Schrödinger

● Comparando os dois modelos (antiga e nova mecânica quântica)
● Primeiro: O modelo de Schrödinger não prevê órbitas bem definidas 

para os elétrons. A função de onda só nos dá probabilidades no espaço
● Segundo: A quantização do momento angular no modelo de 

Schrödinger é diferente do proposto por Bohr
● Terceiro: Os números quânticos aparecem naturalmente na solução das 

equações diferenciais, enquanto que Bohr impôs as quantizações por 
postulados

● Quarto: Apesar de bem mais complicado, o modelo de Schrödinger leva 
a uma melhor compreensão sobre o átomo quando comparado com o 
modelo de Bohr, como veremos em física moderna 2
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Bohr Vs Schrödinger

Níveis do átomo de Bohr Níveis do átomo de Schrödinger
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Bohr Vs Schrödinger

Níveis do átomo de Bohr Níveis do átomo de Schrödinger

Schrödinger prevê 
muito mais estados 
quânticos!



2 de dezembro de 2020 © Tiago F. Silva - Física Moderna I - Física atômica: O átomo de hidrogênio - Parte 2 44

Em física moderna 2...

● O que a degenerescência do modelo de 
Schrödinger esconde?

– Momento magnético orbital

– Momento magnético intrínseco

– Acoplamento spin-órbita

– A estrutura fina do espectro de emissão

– Probabilidades de transição
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