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Equacoes diferencias para probabilidades de transicao.
Para cadeia de Markov homogénea X (t) com tempo continuo

seja Pj(t) = P(X(s+1t) = j | X(s) = 1i). Ja provamos que
probabilidades satisfazem as seguintes relacdes

PL(t) = Z G Pej (t) — viP;(t) backward

ki
P(t) = Z Pi(t)qr; — vjPi;(t) forward
k#j
Se existe limite P‘7 = iMoo Pij(t), ent3o Pz/](t) =0, e

0= Z qiP; — viP; backward
ki

0= Py —v;P; forward
ki
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Probabilidades limites para processo de nascimento e morte.

Usando

0= E Pk:ij — ?Jij forward
k#j
re-escrevemos como relacao de balanco
’Uij = E Pkaj forward

k#j
taxa de saida = taxa de entrada

obtemos sistema das equacdoes de balanco

Estado Taxa de saida = taxa de entrada
0 XoFPo = pu1 P
1 (M F+p1)Pr = poPo 4+ Mo Po
2 (A2 + po)Po = u3Pz + M\ Py

n,n>1 (>\n + ,Un)Pn — Mn+1pn+1 + A—1Ph1
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Probabilidades limites para processo de nascimento e morte.
Somando para cada equacao a equacao precedente obtemos

APy = pih
MPr = pohPs
AoP> = pu3P3
MPn = Nn+1pn+17 n >0

Solucionando obtemos

An—1An—2...A1A
P, = n—1A\n—-2 1OPO
Hnfn—1 ... 21

A condicao Zj P; =1 vai providenciar Fy :
SNPWIPPY Ao\ L
PO=(1+Z n—1An—2...A1 o)
- Mnfn—1 - - - 4241
n=—

An_1An_s . ALA A1 Ao Ao L
- P = 1 2 1 0(1+Z 1 2 1 o)
Unfln—1 - - - 241 Unfln—1 - - - 241

n=1
Daqui podemos ver que a condicao necessarias para existéncia

de probabilidades limites € convergéncia da serie. Pode ser mos-
trado que essa condicao também é condicao suficiente.
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Equacoes de balanco detalhado.

Observe, quando resolvemos a equacao de balanco global

Uij = Z Pk:ij forward

k#j
taxa de saida = taxa de entrada

para nascimento e morte:
( APo = pibPr

(M4+p1)P1 = pPo+ Xobo
) M4+ pu2)Po = pusPs+M\1Py o 4

(>\n + Mn)Pn = /an—i—lpn—i—l + M—1FPh—1
\ o o

podemos observar que

AP
)\n—lpn—l

,Unpn

Mo FPo
APy
Ao P>

AnPn

p1 P
woPo
pu3P3

n+1Pn41

P,
Mn+1Ln+1 = ()\n—|—,un>Pn = ,Lbn—|—1pn—|-1+>\n—lpn—1
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Equacoes de balanco detalhado.

Equacdes de balanco global:

k#j
P; Z qjr = Z Py.qi;
k#j k#j
taxa de saida = taxa de entrada

Equacdes de balanco detalhado:

P;qi; = Pjqj; para todos 1, j.

balanco detalhado = balanco global
=

Observe as condicdes necessarias quando a cadeia pode satisfa-
zer o balanco detalhado: se g;; > 0, entdo ¢;; > 0 Vt, 7.
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Cadeia de Markov reversivel em tempo. Provavelmente mais
facil explicar o conceito para cadeias de Markov com tempo
discreto.

Seja (X,) uma cadeia de Markov ergédica com as probabi-

lidades de transicdo (p;;) e distribuicao invariante © = (m;).
Para dado n consideramos uma seguencia em tempo inverso
Xn, Xn-1,Xn—2,.... Essa sequencia forma uma cadeia de Mar-

kov (provar) com as probabilidades de transicdo p;; definidos
como

~ . . P(Xn =J, Xnt+1 = Z)
pij = P(Xn =7 | Xpt1=1) = :
j | ot P(Xt1 = 1)
_ P =) P(Xpt1 =i | Xo =J) _ mpji
P(Xn-l-l - Z) T

Se p;; = pi; entao a cadeia de Markov chama-se cadeia reversivel
em tempo ou somplezmente reversivel. A condicao pode ser
descrita naturalmente em seguinte forma, reconhecemos como
equacoes de balanco detalhado:

mipi; = m;jpji Para todos i, j.
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Cadeia de Markov reversivel em tempo.

Equacodes de balanco detalhado para cadeia com tempo discreto:
mipi; = mjpji Para todos i, j.

Se para dada matriz de transicao (p;;) conseguimos achar o vetor
(m;) que satisfaz essa equacdo de balanco detalhado, entdo vetor
(m;) € distribuicdo estacionaria da cadeia, ou seja, satisfaz as
equacdes de balanco global:

T = E mipij V7
i

Isso € uma ferramenta comum para achar as distribuicdes esta-
cionarias.
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Cadeia de Markov reversivel em tempo continuo.

Para caso de cadeias de Markov com tempo continuo podemos
definir as cadeias reversiveis em tempo do mesmo modo. Agora
(pij) sao as probabilidades de transicdo para cadeia embutida.
Supondo que a cadeia embutida é ergddica, existe entdo (m;) a
distribuicao estacionaria (invariante) para essa cadeia. Podemos
deduzir (agora intuitivamente ) que a distribuicao estacionaria
para cadeia com tempo continuo deve ter de seguinte forma:

i [ Vi
LT3 /U4
R
Realmente, P; vai ser proporcional a m; — numero medio de vezes
quando a cadeia embutida fica em estado 7 e vezes tempo médio
que a cadeia passa neste estado 1/v;. O denominador é um

termo de normalizacao: transformar em probabilidades, esses
produtos m;/v;.

P, =

Ent3ao € natural esperar que as condicdes de reversibilidade da
cadeia em caso de tempo continuo devem ser

P,qi; = Pjqj; para todos 1, j.
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Exemplo: processo de nascimento e morte ergodico € pro-
cesso reversivel no tempo.

Em caso quando as probabilidades limites (P;) existem, o sis-
tema das equacdes para medida invariante oferece as equacdes
de balanco detalhado. Em outras palavras, neste caso o pro-
cesso de nascimento e morte € processo reversivel no tempo.

Piqi; = Pjq;; para todos i, j.

( DPo = b
AP = puohPs
) P> = puz3P3
Pn = ,un—I—lpn—l—l
\ I
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Exemplo 6.18 [Ross].

Supomos que existe n maquinas € um servidos para reparar as
maquinas. Cada maquina 7,7 = 1,...,n pode falhar (quebrar)
com a taxa )\;. Se k maquinas estao quebradas, entao, su-
pondo que a maquina quebrada vai ser reparada com a taxa
wi/k. Estado da cadeia € conjunto de maquinas quebradas. Em
total temos 2" estados (incluindo estado vazio). As taxas de
transicao podem ser descritos agora em seguinte forma

Ui ip 1) Citrie) = N> Digonin) (itorin 1) = Mir/ K
onde todos os 11,...,%; Sao distintos. Escrevemos equacao de
balanco detalhado para esse processo:

M
P(’L'l,...,ik)?k - P(il,...,ik_l))\ik

ou
k
P(il,...,ik) = —kP(il,...,’L‘kfl) - . ( ) k IP(il,...,ik,Q) = ... = kl H
’Lbik /’L@'k /’Lik_l )
J=1
S

k -
PO)+ Y  Piin =1 = P(@) = (1 + 2 HA_> |
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