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Equações diferencias para probabilidades de transição.

Para cadeia de Markov homogênea X(t) com tempo cont́ınuo
seja Pij(t) = P (X(s + t) = j | X(s) = i). Já provamos que
probabilidades satisfazem as seguintes relações

P ′ij(t) =
∑
k 6=i

qikPkj(t)− viPij(t) backward

P ′ij(t) =
∑
k 6=j

Pik(t)qkj − vjPij(t) forward

Se existe limite Pj = limt→∞ Pij(t), então P ′ij(t) = 0, e

0 =
∑
k 6=i

qikPj − viPj backward

0 =
∑
k 6=j

Pkqkj − vjPj forward
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Probabilidades limites para processo de nascimento e morte.

Usando

0 =
∑
k 6=j

Pkqkj − vjPj forward

re-escrevemos como relação de balanço

vjPj =
∑
k 6=j

Pkqkj forward

taxa de sáıda = taxa de entrada

obtemos sistema das equações de balanço

Estado Taxa de saida = taxa de entrada

0 λ0P0 = µ1P1
1 (λ1 + µ1)P1 = µ2P2 + λ0P0
2 (λ2 + µ2)P2 = µ3P3 + λ1P1

n, n ≥ 1 (λn + µn)Pn = µn+1Pn+1 + λn−1Pn−1
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Probabilidades limites para processo de nascimento e morte.
Somando para cada equação a equação precedente obtemos

λ0P0 = µ1P1
λ1P1 = µ2P2
λ2P2 = µ3P3

...
λnPn = µn+1Pn+1, n ≥ 0

Solucionando obtemos

Pn =
λn−1λn−2 . . . λ1λ0

µnµn−1 . . . µ2µ1
P0

A condição
∑

j
Pj = 1 vai providenciar P0 :

P0 =
(

1 +

∞∑
n=1

λn−1λn−2 . . . λ1λ0

µnµn−1 . . . µ2µ1

)−1

⇒ Pn =
λn−1λn−2 . . . λ1λ0

µnµn−1 . . . µ2µ1

(
1 +

∞∑
n=1

λn−1λn−2 . . . λ1λ0

µnµn−1 . . . µ2µ1

)−1

Daqui podemos ver que a condição necessárias para existência
de probabilidades limites é convergência da serie. Pode ser mos-
trado que essa condição também é condição suficiente.
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Equações de balanço detalhado.

Observe, quando resolvemos a equação de balanço global

vjPj =
∑
k 6=j

Pkqkj forward

taxa de sáıda = taxa de entrada

para nascimento e morte:
λ0P0 = µ1P1

(λ1 + µ1)P1 = µ2P2 + λ0P0
(λ2 + µ2)P2 = µ3P3 + λ1P1

. . .
(λn + µn)Pn = µn+1Pn+1 + λn−1Pn−1

. . .

⇔


λ0P0 = µ1P1
λ1P1 = µ2P2
λ2P2 = µ3P3
. . .

λnPn = µn+1Pn+1
. . .

podemos observar que{
λnPn = µn+1Pn+1

λn−1Pn−1 = µnPn
⇒ (λn+µn)Pn = µn+1Pn+1+λn−1Pn−1



Aula 10. Cadeias de Markov: tempo cont́ınuo II. 5

Equações de balanço detalhado.

Equações de balanço global:

vjPj =
∑
k 6=j

Pkqkj

Pj

∑
k 6=j

qjk =
∑
k 6=j

Pkqkj

taxa de sáıda = taxa de entrada

Equações de balanço detalhado:

Piqij = Pjqji para todos i, j.

balanço detalhado ⇒ balanço global

:

Observe as condições necessárias quando a cadeia pode satisfa-
zer o balanço detalhado: se qij > 0, então qji > 0 ∀i, j.
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Cadeia de Markov reverśıvel em tempo. Provavelmente mais
fácil explicar o conceito para cadeias de Markov com tempo
discreto.

Seja (Xn) uma cadeia de Markov ergódica com as probabi-
lidades de transição (pij) e distribuição invariante π = (πi).
Para dado n consideramos uma sequencia em tempo inverso
Xn, Xn−1, Xn−2, . . . . Essa sequencia forma uma cadeia de Mar-
kov (provar) com as probabilidades de transição p̃ij definidos
como

p̃ij = P (Xn = j | Xn+1 = i) =
P (Xn = j,Xn+1 = i)

P (Xn+1 = i)

=
P (Xn = j)P (Xn+1 = i | Xn = j)

P (Xn+1 = i)
=
πjpji

πi

Se p̃ij = pij então a cadeia de Markov chama-se cadeia reverśıvel
em tempo ou somplezmente reverśıvel. A condição pode ser
descrita naturalmente em seguinte forma, reconhecemos como
equações de balanço detalhado:

πipij = πjpji para todos i, j.
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Cadeia de Markov reverśıvel em tempo.

Equações de balanço detalhado para cadeia com tempo discreto:

πipij = πjpji para todos i, j.

Se para dada matriz de transição (pij) conseguimos achar o vetor
(πi) que satisfaz essa equação de balanço detalhado, então vetor
(πi) é distribuição estacionária da cadeia, ou seja, satisfaz as
equações de balanço global:

πj =
∑
i

πipij ∀j

Isso é uma ferramenta comum para achar as distribuições esta-
cionárias.
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Cadeia de Markov reverśıvel em tempo cont́ınuo.

Para caso de cadeias de Markov com tempo cont́ınuo podemos
definir as cadeias reverśıveis em tempo do mesmo modo. Agora
(pij) são as probabilidades de transição para cadeia embutida.
Supondo que a cadeia embutida é ergódica, existe então (πi) a
distribuição estacionária (invariante) para essa cadeia. Podemos
deduzir (agora intuitivamente ) que a distribuição estacionária
para cadeia com tempo cont́ınuo deve ter de seguinte forma:

Pi =
πi/vi∑
j
πj/vj

.

Realmente, Pi vai ser proporcional a πi – número medio de vezes
quando a cadeia embutida fica em estado i e vezes tempo médio
que a cadeia passa neste estado 1/vi. O denominador é um
termo de normalização: transformar em probabilidades, esses
produtos πi/vi.

Então é natural esperar que as condições de reversibilidade da
cadeia em caso de tempo cont́ınuo devem ser

Piqij = Pjqji para todos i, j.
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Exemplo: processo de nascimento e morte ergódico é pro-
cesso reverśıvel no tempo.

Em caso quando as probabilidades limites (Pj) existem, o sis-
tema das equações para medida invariante oferece as equações
de balanço detalhado. Em outras palavras, neste caso o pro-
cesso de nascimento e morte é processo reverśıvel no tempo.

Piqij = Pjqji para todos i, j.


λ0P0 = µ1P1
λ1P1 = µ2P2
λ2P2 = µ3P3
. . .

λnPn = µn+1Pn+1
. . .



Aula 10. Cadeias de Markov: tempo cont́ınuo II. 10

Exemplo 6.18 [Ross].

Supomos que existe n máquinas e um servidos para reparar as
máquinas. Cada máquina i, i = 1, . . . , n pode falhar (quebrar)
com a taxa λi. Se k maquinas estão quebradas, então, su-
pondo que a maquina quebrada vai ser reparada com a taxa
µi/k. Estado da cadeia é conjunto de maquinas quebradas. Em
total temos 2n estados (incluindo estado vazio). As taxas de
transição podem ser descritos agora em seguinte forma

q(i1,...,ik−1),(i1,...,ik) = λik, q(i1,...,ik),(i1,...,ik−1) = µik/k,

onde todos os i1, . . . , ik são distintos. Escrevemos equação de
balanço detalhado para esse processo:

P(i1,...,ik)
µik
k

= P(i1,...,ik−1)λik

ou

P(i1,...,ik) =
kλik
µik

P(i1,...,ik−1) =
kλik
µik

(k − 1)λik−1

µik−1

P(i1,...,ik−2) = · · · = k!

k∏
j=1

λij

µij
P (∅)

e

P (∅) +
∑

P(i1,...,ik) = 1⇒ P (∅) =
(

1 +
∑
i1,...,ik

k!

k∏
j=1

λij

µij

)−1
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