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1 Todo conjunto com medida de Lebesgue nao
nula contém um conjunto nao mensuravel

Definicao 1.1. Se A C RP seu conjunto diferenca é dado por
AcA={z—yl|xz,ye A}
Observe que,se ACB= A5 ACB&B

Lema 1. Seja K C R? um compacto com pu(K) > 0. Entio K & K contém
uma bola aberta com centro 0 € RP.

Demonstrag¢iao. Como 0 < pu(K) < oo (porqué?) entdo existe um aberto G
com K C G e p(G) < 2u(K). Como K é compacto e G¢ ¢é fechado, temos
que 6 = dist(K,G¢) > 0. Portanto, se z tem ||z|| < § = & K C G. Assim
KU (z® K) C G. Afirmamos que (z & K) N K # (. Porque senao, dado
que (z & K) N K = ), por aditividade e invaridncia por translagao, 2u(K) =
WE)+uzd K) =pu(KU(z@ K)) < u(G) < 2u(K) para todo x com ||z|| < 4,
uma contradigdo. Logo, (z @ K) N K # 0 para todo = com ||z| < d. Ou seja,
dado z € B(0,0) existem ki, ke € K tais que = k1 — ko € K © K. Ou seja,
K & K contém B(0, ). O

Lema 2. Seja E C RP Lebesgue mensurdvel com u(E) > 0. Entio E & FE
contém uma bola de centro 0.

Demonstrag¢io. Para n € N, seja E, = {x € E | ||z|| < n}. Como u(E) >0
existe ng com p(Ey,,) > 0. Logo 0 < u(E,,) < co. Logo pela regularidade de u
existe um compacto K C E,, cuja medida verifica 0 < 2u(E,,) < p(K). Como
K C Eentaio K6 K C E© E. Como K © K contém uma bola de centro 0,
E © E deve conté-la também. O

Lembramos agora do conjunto nao-mensurdvel que mostramos. Ele é cha-
mado de V', conjunto de Vitali (1905). Seja V; = r;®V para alguma enumeragao
dos racionais r;.

Teorema 3. Seja E C RP com p(E) > 0, entdo E contém um conjunto ndao
mensurdvel.

Demonstracao. Sabemos que V' é nao mensuravel, logo V; também o é. Mas
podia ser que E; = E N E; fosse mensuravel. Se isto acontecesse para F; com
u(E;) > 0 entdo E; © E; deveria conter uma bola. Neste caso, como E; C V; =
VeV, =V &V também conteria uma bola. Mas isto é impossivel, porque V'
contém um ponto de cada classe de equivaléncia. E se x #0 € B(0,r) CVoV
entdo z = v; — vy para todo z € B(0,r). Tomamos z € B(0,7) N QF e isto
significa que v; = vo + 2 € V' (absurdo por construgao de V). Mostramos assim
que se E; é mensurdvel entdo pu(E;) = 0. Se isto acontecer para todo i como
E =U;ENV; = UE;, terfamos p(E) = 0, mas por hipétese u(E) > 0. Portanto
algum F; nao é mensuravel. O



2 Conjuntos de Lebesgue e Borelianos

Anteriormente construimos o Conjunto de Cantor (ou terndrio de Cantor) e a
fungéo de Cantor ¢ : C — [0.1]. Ela é continua e ndo decrescente. Sabemos
que p(C) = 0. Definamos F : [0,1] — [0,2] por F(z) = ¢ + =z.

Como F é soma de duas fungoes continuas, uma estritamente nao decrescente e
a outra estritamente crescente, segue que F é crescente e continua. Também é
sobrejetora e sua inversa F'~! existe e é continua. Ou seja, F é um
homeomorfismo entre [0,1] e [0,2].

F leva cada intervalo de [0,1] - C num intervalo de igual medida em [0,2]. Ou
seja, u(F([0,1] — C)) = 1 e também u(F(C)) = 1.

Portanto o homeomorfismo F leva C, de medida zero, num conjunto de medida
1. Observamos que se B C [0, 1] for um boreliano, entdo F(B) e F~1(B) sdo
borelianos.

Proposigao: ha conjuntos mensuraveis Lebesgue que nao sao borelianos.
Demonstracgao: como F(C) tem medida positiva, ele contém um conjunto E

nao mensurdvel. Logo G = F~!(E) C C. E portanto tem medida nula e é
mensuravel Lebesgue.
Mas G nao pode ser boreliano porque sendo E = F(G) seria boreliano e

portanto mensurdvel. (contradic¢ao).

Observe também que G é um conjunto mensuravel Lebesgue cuja imagem por
um homeomorfismo nao é mensuravel Lebesgue.

Assim, apesar de que um homeomorfismo sempre leva boreliano em boreliano,
ele pode levar um conjunto mensuravel Lebesgue num conjunto nao
mensuravel Lebesgue.

Proposigao: A cardinalidade dos Conjuntos mensuraveis Lebesgue é RNy,
Demonstracgao: com efeito como C é nao enumeravel, e tem medida zero,
todo subconjunto dele é mensuravel Lebesgue. E

Card(C) = ¢ < Card(p(C)) = Ra.

3 Temas que seguem

Outros temas que seguem:

1. Teorema de Vitali que da uma condicao necessaria e suficiente para con-
vergéncia de uma sequéncia de fungoes em Lp.

2. suponhamos que G(x) = f[o 2] fdp. Quando vale G'(z) = f(z), G(b) —
Gla) = [ip fdu?

3. seja agora A uma ”carga”, ou seja A : A — R que verifica:

(a) AM(@®)=0

(b) A é o-aditiva
Entao existem 2 medidas p1; o para as quais A = pup — o
Observacao: para fazer sentido, A nao pode tomar os dois valores
+o0o e — 00.



4. Teorema de Radon Nikodym: se v for uma medida absolutamente continua
a respeito de A ( ou seja, A(4A) = 0 = v(A) = 0) entdo existe p com
v(B) = [ ¢d\VB € A



