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líquido

kL; cL; !L

TL = Ti
líquido

kL; cL; !L

TL = Ti

To

To < Tf

interface móvel

líquido
kL; cL; !L

TL (x,t)

sólido
kS; cS; !S

TS (x,t)

To

x

Problema 1: parede plana a To, sem circulação e geração
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Hipóteses:

1. As propriedades em cada fase são uniformes e 
permanecem constantes;

2. O movimento na fase líquida oriundo da diferença de 
densidade é desprezível;

3. A condução de calor é unidimensional;

4. A geração de energia térmica é desprezível;

5. A transferência de calor entre sangue e tecido é desprezível;

6. O processo se dá a pressão constante.
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x

líquido
TL (x,t)

sólido
TS (x,t)

dxi
dt

interface (i)

1
α S

∂TS
∂t

=
∂2TS
∂x2

0 < x < xi , (1)

1
α L

∂TL
∂t

=
∂2TL
∂x2

x > xi , (2)

EDP:

Condições de contorno na 
interface
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sólido (t+Δt) 
líquido (t)

dxL

interface (t)

dxi = dxS

interface (t + Δt)

1a lei para o sistema:

qs qL

dmS uS − uL( ) = qs − qL( )dt − pd∀

Elemento líquido infinitesimal 
que se solidificará

Continuidade da temperatura:

Ts xi ,t( ) = TL xi ,t( ) = Tf (3)
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1a lei para o sistema:
sólido (t+Δt) 
líquido (t)

dxL

dxi = dxS

dmS uS − uL( ) = qS − qL( )dt − pd∀

dmS uS − uL( ) = qS − qL( )dt − pdmS vS − vL( )
dmS uS + pvS( )− uL + pvL( )⎡⎣ ⎤⎦ = qS − qL( )dt

dms

dt
hS − hL( ) = qS − qL (4)
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sólido (t+Δt) 
líquido (t)

dxL

dxi = dxS

qs qL

Lei de Fourier:

qS = −kSA
∂TS xi ,t( )

∂x
(5)

qL = −kLA
∂TL xi ,t( )

∂x
(6)

dms

dt
hS − hL( ) = qS − qL (4)
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Combinando as equações 4, 5 e 6:

dmS

dt
hS − hL( ) = −kSA

∂TS xi ,t( )
∂x

+ kLA
∂TL xi ,t( )

∂x

ρSA
dxi
dt

hS − hL( ) = −kSA
∂TS xi ,t( )

∂x
+ kLA

∂TL xi ,t( )
∂x

ρS
dxi
dt

hL − hS( ) = kS
∂TS xi ,t( )

∂x
− kL

∂TL xi ,t( )
∂x

(7)
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A eq. 7 é válida na solidificação e na fusão;

ρS
dxi
dt

hL − hS( ) = kS
∂TS xi ,t( )

∂x
− kL

∂TL xi ,t( )
∂x

(7)

Na fusão ρS deve ser substituída por ρL;

hL – hS = hSL  é a entalpia de fusão.
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1
α S

∂TS
∂t

= ∂2TS
∂x2

0 ≤ x < xi , (1)

1
α L

∂TL
∂t

= ∂2TL
∂x2

x > xi , (2)

EDP:

Equações

TS xi ,t( ) = TL xi ,t( ) = Tf (3)

C.C.:

ρS
dxi
dt
hSL = kS

∂TS xi ,t( )
∂x

− kL
∂TL xi ,t( )

∂x
(7)
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θS =
TS −Tf

Tf −To

θL =
kL
kS

TL −Tf

Tf −To

ξ = x
L

τ = Steα S

L2
t

Variáveis adimensionais:

Forma adimensional das 
equações

Número de Stefan:

Ste =
cs Tf −To( )

hSL
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dθS =
dTS

Tf −To
⇒ dTS = Tf −To( )dθS

dθL =
kL
kS

dTL
Tf −To

⇒ dTL =
kS
kL

Tf −To( )dθL

dξ = dx
L

⇒ dx = Ldξ

dξ 2 = dx
2

L
⇒ dx2 = L2dξ 2

dτ = Steα S

L2
dt ⇒ dt = 1

Ste
L2

α S

dτ

Variáveis adimensionais:

Forma adimensional das 
equações
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∂TS = Tf −To( )∂θS

∂TL =
kS
kL

Tf −To( )∂θL

∂x = L∂ξ
∂x2 = L2∂ξ 2

∂t = 1
Ste

L2

α S

∂τ

Adimensionalização das EDPs:

Forma adimensional das 
equações

1
α S

∂TS
∂t

= ∂2TS
∂x2

0 ≤ x < xi , (1)

Ste
α S

α S

Tf −To( )
L2

∂θS
∂τ

=
Tf −To( )
L2

∂2θS
∂ξ 2

0 < ξ < ξi

Ste ∂θS

∂τ
= ∂2θS

∂ξ 2
0 ≤ ξ < ξi , (1a)
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∂TS = Tf −To( )∂θS

∂TL =
kS
kL

Tf −To( )∂θL

∂x = L∂ξ
∂x2 = L2∂ξ 2

∂t = 1
Ste

L2

α S

∂τ

Adimensionalização das EDPs:

Forma adimensional das 
equações

1
α L

∂TL
∂t

= ∂2TL
∂x2

x > xi , (2)

Ste kS
kL

α S

α L

Tf −To( )
L2

∂θL

∂τ
= kS
kL

Tf −To( )
L2

∂2θL

∂ξ 2
ξ > ξi

Ste ∂θL

∂τ
= α L

α S

∂2θL

∂ξ 2
ξ > ξi , (2a)
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Forma adimensional das 
equações

ρS
dxi
dt
hSL = kS

∂TS xi ,t( )
∂x

− kL
∂TL xi ,t( )

∂x
(7)

Steα SρS
L
L2
dξi
dτ

hSL = kS
Tf −To( )
L

∂θS ξi ,t( )
∂ξ

− kL
kS
kL

Tf −To( )
L

∂θL ξi ,t( )
∂ξ

StehSLα S

cs Tf −To( )
csρS

kS

dξi
dτ

=
∂θS ξi ,t( )

∂ξ
−
∂θL ξi ,t( )

∂ξ

dξi
dτ

=
∂θS ξi ,t( )

∂ξ
−
∂θL ξi ,t( )

∂ξ
, (7a)
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EDPs:

Forma adimensional das 
equações

Ste
∂θS
∂τ

=
∂2θS
∂ξ 2

0 < ξ < ξi , (1a)

Ste ∂θL

∂τ
= α L

α S

∂2θL

∂ξ 2
ξ > ξi , (2a)

C.C.:
θS ξi ,τ( ) = kS

kL
θL ξi ,τ( ) = 0, (3a)

dξi
dτ

=
∂θS ξi ,t( )

∂ξ
−
∂θL ξi ,t( )

∂ξ
, (7a)



Escola Politécnica da 
Universidade de São Paulo

17

Para Ste → 0:

Simplificação: regime 
quase-permanente

Ste ∂θS

∂τ
= ∂2θS

∂ξ 2

Ste ∂θL

∂τ
= α L

α S

∂2θL

∂ξ 2

∂2θS

∂ξ 2
= 0

∂2θL

∂ξ 2
= 0

Ste =
cs Tf −To( )

hSL

d 2θS
dξ 2

= 0

d 2θL
dξ 2

= 0
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Ex. 1 - solidificação de um 
bloco a Tf

x

líquido
Tf

sólido
TS

L

xi

To

Determinar o tempo necessário para solidificar todo o bloco 
de espessura L.
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Ex. 1 - solidificação de um 
bloco a Tf

d 2TS
dx2

= 0

d 2TL
dx2

= 0

EDOs:

CCs e CI:

TS 0,t( ) = To (1)
TS xi ,t( ) = Tf (2)

TL xi ,t( ) = Tf (3)

TL L,t( ) = Tf (4)

ρS
dxi
dt
hSL = kS

∂TS xi ,t( )
∂x

− kL
∂TL xi ,t( )

∂x
(5)
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Ex. 1 - solidificação de um 
bloco a Tf

∂2TS
∂x2

= 0 ∂2TL
∂x2

= 0

Integração das EDOs:

TS = Ax + B

de (1) e (2):

TS x,t( ) = Tf −To( ) xxi +To (6)

TL = Cx + D

de (3) e (4):

TL x,t( ) = Tf (7)

x

líquido
Tf

sólido

xi

To
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Ex. 1 - solidificação de um 
bloco a Tf

Determinação da frente de congelamento:

ρS
dxi
dt
hSL = kS

dTS xi ,t( )
∂x

− kL
dTL xi ,t( )

∂x
(5)

Substituindo (6) e (7) em (5), obtemos:

ρS
dxi
dt
hSL = kS

Tf −To
xi

− kL0 xidxi = kS
Tf −To
ρShSL

dt

xi dxi0

xi∫ = kS
Tf −To
ρShSL

dt
0

t

∫ xi =
2kS Tf −To( )t

ρShSL
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Ex. 1 - solidificação de um 
bloco a Tf

Para completa solidificação, xi = L:

L =
2kS Tf −To( )t*

ρShSL

t* = ρShSLL
2

2kS Tf −To( )
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Solução exata: Stefan

Solução para um sólido semi-infinito.

1
α S

∂TS
∂t

= ∂2TS
∂x2

0 ≤ x < xi , (1)

Fase sólida:

TS 0,t( ) = To (2)
TS xi ,t( ) = Tf (3)

Fase líquida:

TL x,t( ) = Tf (4)

Interface:

ρS
dxi
dt
hSL = kS

∂TS xi ,t( )
∂x

(5)

xi 0( ) = 0 (6)
x

líquido
Tf

sólido

xi

To
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Solução exata: Stefan

Solução por similaridade, η = η(x,t)

η = x
4α St

, TS = TS η( )

Utilizando a variável de similaridade transformamos a Eq. (1):

d 2TS
dx2

+ 2η dTS
dη

= 0 TS = Aerf η( )+ B

TS 0,t( ) = To

Determinamos as constantes pelas condições (2) e (3):

η = 0 erf η( ) = 0 B = To

TS xi ,t( ) = Tf Tf = Aerf
xi
4α St

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟
+To
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Solução exata: Stefan

Tf = Aerf
xi
4α St

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟
+To

Note que, como não conhecemos xi, não podemos determinar A!

Note, entretanto, que para qualquer xi, erf () deve ser constante, logo:

xi ∝ t xi = λ 4α St

Podemos escrever:

Tf = Aerf λ( )+To A =
Tf −To
erf λ( )
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Solução exata: Stefan

TS =
Tf −To
erf λ( )erf

x
4α St

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+To

Assim, a solução para a EDP (1) é:

A constante λ pode ser determinada a partir de (5):

ρS
dxi
dt
hSL = kS

∂TS xi ,t( )
∂x

(5)

∂TS
∂x

= ∂TS
∂η

∂η
∂x

Precisamos determinar a derivada que aparece em (5):
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Solução exata: Stefan

∂TS
∂x

= ∂TS
∂η

∂η
∂x

TS =
Tf −To
erf λ( )erf

x
4α St

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+To

∂TS
∂x

=
Tf −To
erf λ( )

∂ erfη( )
∂η

∂η
∂x

∂TS
∂x

=
Tf −To
erf λ( )

2
π
e−η

2 1
4α St

Calculando em xi e t :

∂TS xi ,t( )
∂x

=
Tf −To
erf λ( )

2
π
e−λ

2 1
4α St
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Solução exata: Stefan

∂TS xi ,t( )
∂x

=
Tf −To
erf λ( )

2
π
e−λ

2 1
4α St

Temos, então:

ρS
dxi
dt
hSL = kS

∂TS xi ,t( )
∂x

(5)

ρS
dxi
dt
hSL = kS

Tf −To
erf λ( )

2
π
e−λ

2 1
4α St

ρS
d λ 4α St( )

dt
hSL = kS

Tf −To
erf λ( )

2
π
e−λ

2 1
4α St

ρSλ
4α S

2 t
hSL = kS

Tf −To
erf λ( )

2
π
e−λ

2 1
4α St
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Solução exata: Stefan

Devemos isolar λ da equação:

ρSλ
4α S

2 t
hSL = kS

Tf −To
erf λ( )

2
π
e−λ

2 1
4α St

λerf λ( )eλ2 =
cS Tf −To( )
hSL π

, (7)
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Solução exata: Stefan

λerf λ( )eλ2 =
cS Tf −To( )
hSL π

, (7)

A Eq. (7) não pode ser resolvida explicitamente. Podemos obter uma 
solução aproximada para pequenos λ:

eλ
2

= 1+ λ 2

1!
+ λ 4

2!
!≈1

erfλ = 2
π

λ − λ 3

3⋅1!
+ λ 5

5 ⋅2!
!

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≈ 2

π
λ

Substituindo em (7):

2
π
λ 2 =

cS Tf −To( )
hSL π

λ =
cS Tf −To( )
2hSL
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Solução exata: Stefan

λ =
cS Tf −To( )
2hSL

Combinando com xi = λ 4α St

xi =
2kS Tf −To( )

ρShSL
t

Para grandes valores de λ não vale a solução acima. Nesse caso 
podemos usar o gráfico da página seguinte.
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Stefan: valor de λ

λ

To

exata

aproximada

N2

DMEP

DMEP = dimetil-
éter propano

-196oC

-41oC-57oC


