Lista 7. Cadeias de Markov. Introdugao. (sexta 06/11/2020)

Exercicio 1. Temos duas caixas com 2d bolas, sendo d brancas e d pretas. Em cada caixa colocamos ao acaso d
bolas. A cada etapa do nosso jogo, retiramos ao acaso uma bola de cada caixa e trocamos elas. Seja Xy o nimero
inicial de bolas pretas na primeira caixa, X; o numero de bolas pretas apés a primeira jogada, X,, o nimero de bolas
pretas apos a n-ésima jogada. Encontre a matriz de transicao da Cadeia de Markov X,.

Solugao: Descrevemos conjunto de estados: realmente, se sabemos que k bolas pretas em primeira caixa, entao
sabemos que d — k bolas brancas nessa caixa, e d — k bolas pretas e k bolas brancas em segunda caixa. Entao, o

conjunto E de estados é
E={0,1,...,d}

a matriz de transicao é baseada em observagao que possiveis incrementos sao +1, e

k—ksel<k<d-1 m d d _ (7 i ssibilidades;
,e 1 <k < , CO laok) = poss ades;

d—k

d\ (d A
k—k—1,8e1<k<d-—1, com I\ e) = L possibilidades;

d d A
k—k+1,sel <k<d-1, com d— =\ possibilidades;

finalmente,
k—k,sel <k<d-1, com probabilidade 1/3;

k—k+1,sel <k<d-1, com probabilidade 1/3;

k—k—1,s¢ 1 <k<d-—1, com probabilidade 1/3;
0 — 1, com probabilidade 1;

d — d — 1, com probabilidade 1.
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Exercicio 2. Seja X,, uma cadeia de Markov com espago dos estados {0, 1,2}, vetor de probabilidade inicial igual a
p(© = (1/4,1/2,1/4), e matriz de transicdo a um passo dada por

1/4 3/4 0
P=|1/3 1/3 1/3
0 1/4 3/4

1. Calcule P(Xg =0,X; =1,X5 =1).

2. Mostre que P(X; =1e Xy =1]| Xy =0) = po1p11-
3. Calcule p(()zl).
4. Calcule P(Xy =0,X5 =1).

Solugao:

1. Calcule P(Xg =0,X; =1, X5 =1).

P(Xo=0,X,=1Xo=1)=P(Xo=1|X,=1,X=0P(X; =1,X,=0)

=P(Xo=1|X1=1,X0=0P(X; =1| Xo=0)P(Xy =0)
=P(Xe=1|X; =1)P(X; =1|Xo=0)P(Xo=0)=p11po1P(Xo =0)
_13s1_ 1
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2. Mostre que P(X; =1e Xy =1 Xo =0) = po1p11-



P(Xo=0,X; =1,Xs=1)
P(Xo =0)
_ p11po1P(Xo = 0)

= P(Xo _ O) = P11Po1-

P(X1:16X2:1|X0:0):

3. Calcule p((ﬁ) .

2
2
Pél) = E PokPk1 = PooPo1 + Po1P11 + Po2P21
k=0

4. Calcule P(Xy =0,X, =1).

77

P(Xo=0,X,=1)=P(Xo = 0)p{? = =

NG
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Exercicio 3. Seja X,, uma cadeia de Markov com espago dos estados {0,1,2,3,4} e matriz de transi¢do a um passo
P para dois casos:

12 0 0 1/2 0 0 1/3 0 1/3 1/3
/2 1/2 0 0 0 1/3 1/3 0 1/3 0
P=|1/4 1/2 0 0 1/4], P=| 0 0 2/3 0 1/3
o 0 0 1 0 1/4 1/4 0 1/4 1/4
0 0 1/2 1/4 1/4 0 0 1/3 0 2/3

1. Determine quais sao as classes de comunicagao fechada e os estados absorventes para cada um dois casos.

2. Supondo que a distribuicao inicial é uniforme entre os estados, achar a probabilidade de que X5 esta em estados
Ooul.

3. P(X3 < 2). Junto com isso, achar a média E(X3).

Solugao:

1. Determine quais sao as classes de comunicacao fechada e os estados absorventes para cada um dois casos.
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2. Supondo que a distribuicao inicial é uniforme entre os estados, achar a probabilidade de que X5 esta em estados

0 ou 1.
4 4 4 4
P(X2€{0,1}) =P(Xy =0) +P(Xz =1) = Z Z P(Xo = i)pirpro + Z P(Xo = i)pirpr1
i=0 k=0 i=0 k=0
lo caso )
1/2 0 0 1/2 0
1/2 1/2 0 0 0
11111 11111
(575757575)P2:(5a5757575) 1/4 1/2 0 0 1/4
0 0 0 1 0
0 0 1/2 1/4 1/4
1/4 0 0 3/4 0
1/2 1/4 0 1/4 0
1111 1) 1 3 1 11
= O EYEYEY E 3/8 1/4 1/8 3/16 1/16 = (7777>
(55555 0 0 0 1 0 472072072720
1/8 1/4 1/8 5/16 3/16
1 3 2
P(Xg6{0,1})—P(X2—0)+P(X2—1)—Z—k%—g
20 caso

0 1/3 0 1/3 1/3 |

P11 11\, (1111 1\ Y3 Y3 0 1/3 0
55555)0 ~\&5sss)| g, 0 ¥ 0 B
1/4 1/4 0 1/4 1/4
0 0 1/3 0 2/3
7/36 7/36  1/9  7/36 11/36
7/36 11/36 0 11/36 7/36
:(11111) 0 0 5/9 0 4/9 :;(77 105 43 105 261)
7/48 11/48 1/12 11/48 15/48
0 0 4/9 0  5/9
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Exercicio 4. Suponha que em uma linha de montagem final para carros haja o seguinte conjunto de regras:
e Dois conversiveis nao podem jamais se seguirem na linha, porque o contetido de trabalho desequilibraria a linha.
e Uma perua deve ser seguida de um sedan para equilibrar a linha.
e Um sedan tanto pode ser seguido por uma perua como por um conversivel, mas nao por um sedan.

Somente esses trés modelos sao fabricados nessa linha. Monte uma matriz de transigao possivel para essas regras,
inserindo as letras a, b, c,d, ... etc., para os valores que nao sao numericamente definidos pelas regras acima.

1. A cadeia é irredutivel?

2. Qual é a probabilidade de que apés um conversivel com um espago de diferenga (separado por outro veiculo) o
préximo na linha vai ser conversivel? Use suas letras para anotagao das probabilidades de transi¢ao desconheci-
das.

3. Se P é uma matriz de transigdo a um passo, que interpretagdo vocé daria ao (ij)-ésimo elemento de P", para n
grande?

Solugao: Seja E = {C, S, P} conjunto de estados (C=“na linha conversivel”, S=“na linha sedan”, P=*“na linha
perua”). As regras sugerem, que
pcc =0, pps =1, pss =0



entao a matriz de transicao

pcc Pcs Pcp 0 pcs pcp
psc pss psp | =| psc O psp
ppc PPS PrP 0 1 0

1. A cadeia é irredutivel?
sim, dnica classe de comunicagao.

2. Qual é a probabilidade de que apés um conversivel com um espago de diferenga (separado por outro veiculo) o
préximo na linha vai ser conversivel? Use suas letras para anotagao das probabilidades de transicao desconheci-
das.

PcsPsc + PepPpPc = PosPsc

3. Se P é uma matriz de transigdo a um passo, que interpretacdo vocé daria ao (ij)-ésimo elemento de P™, para n
grande?

(n)

para n qualquer p;;” ¢ a probabilidade de que tendo na linha veiculo ¢ depois de n carros ter na linha veiculo j.
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Exercicio 5. Considere seguinte matriz de transicdo com estados E = {1, 2,3}

0 05 05
P=1 05 0 05
0 0 1

Seja X, estado de cadeia em instante n. Supondo que cadeia comega de estado 1, achar a probabilidade P(X,, = 2)
para n qualquer, n =0,1,2,....

Solugao: Observe que estado 2 é estado absorvente. A probabilidade de que primeira vez atendemos estado 2 em
instante n (comecando de 1) é

1 n
P(Xn_Z,XHéZi_l,...,n|X0_1)_<2>
logo, se n >1
P(X. —2|X—1)—1+ + D (Y
) 2) 2)
O
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