Lista 5. Processo de Poisson. Exemplos. (sexta 16/10/2020)

Exercicio 1. Seja N(t) um Processo de Poisson com a taxa A. Seja S, instante de ocorréncia de n-ésimo evento.
Achar

L E((N(4) = N(2))(N(3) = N(1));

2. E(N() N(2) | N(1) = 3);

3. E(Sk | N(t)=k), k>2, t>0;
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4. E(S, |N(t)=k), k>2, t>0.

Solucgao:
L E((N(4) = N(2))(N(3) = N(1)));
Seja X =N(2)— N(1),Y =N(3)—N(2) e Z=N(4) — N(3).

E(N(4) — N(2))(N(3) —= N(1))) =E((Y + 2)(Y + X)) = E(Y?) + E(Y(Z + X)) + E(ZX)
=Var(Y)+ (E(Y))2 +EY)E(Z + X) +E(Z)E(X) = A+ A2+ X220+ A - A =4\2 + )\,

2. E(N(4) - N(2) | N(1) = 3);
N(4) — N(2) e N(1) sdo independentes, porque sdo incrementos independentes, entao

E(N(4) — N(2) | N(1) = 3) = E(N(4) — N(2)) = 2.

E(Sk | N(t) =k), k>2, t>0;

Sejam X; ~ U[0,t] e sdo independentes em conjunto. Temos S = max(Xy,...,Xx), e para s € [0,t] obtemos

E(S, | N(t) = k), k>2, t > 0.

Sejam X; ~ U[0,t] e sdo independentes em conjunto. Temos S; = min(Xy,...,Xy), e para s € [0,t] obtemos

k t—s k
Fsl(s)1P(s<min(X1,...,Xk))IHP(Xi>s)1< >

t
i=1
e =r(1-3)" ¢

¢ s\k-11 1



Exercicio 2. Seja N(-) processo de Poisson com taxa A. Cada evento é registrado com a probabilidade p(t) =
1(sin(t) +1). Sejam X(-) e Y (-) processos de eventos registrados e nao registrados respectivamente.

1. Achar a probabilidade P(X (27) < Y'(27)) de que durante o tempo 27 o nimero de eventos registrados é maior
de que nao registrados.

2. Achar esperancas E(X (7)) e E(Y (7)).
3. Achar covariancia Cov(N(7), X (m)).

Solucgao:

1. Achar a probabilidade P(X (27) < Y'(27)) de que durante o tempo 27 o nimero de eventos registrados é maior
de que nao registrados.

Pelo resultados sobre re-amostragem de processo de Poisson temos,

27
X (27) ~ Poi <>\ / %(sin(t) + 1)dt>
0

(2)
X (27) ~ Poi (Ar)

(27) ~ Poi (A\2m)

entao Y (27) = N(27) — X (27) ~ Poi (Ar)

2

sabemos N

Assim, X (27),Y (27) sdo independentes e identicamente distribuidas, o que significa que

P(X(27) < Y(21)) = ~P(X(21) # Y (27)) = %(1 — P(X(27) = Y (27)))

—2Aw = (>‘7")2k
(1—6 A ZW)

k=0

N = DN =

2. Achar esperancas E(X (7)) e E(Y (7)).

Sabemos que Tr
X (x) ~ Poi <>\ /O ;(sz’n(t)—kl)dt)
¢ E(X(1)) = A/Oﬂ %(sin(t) +1)dt = (1+ g)

E(Y (r)) = E(N(m)) — E(X(m) = Ar — A (1+ g) =A(3-1)

3. Achar covariancia Cov(N (m), X (m)).

Cov(N(x), X (x)) = E(N ()X (r)) — E(N () E(X (1)) = E((Y (x) + X ()X (m)) = Xx (1+ 7))



Exercicio 3. Sejam Nj(t) e Nao(t) dois processos de Poisson independentes com taxas A; e Ay, respectivamente. Os
eventos (ocorréncias) de processo Np(t) sdo classificados como eventos do tipo I com a probabilidade p; (¢) = min(1, 1/t)
e tipo II com probabilidade 1 — p; (t), quando eventos de processo Ny(t) sdo classificados como eventos do tipo I com
a probabilidade ps(t) = min(1,1/t?) e tipo IT com probabilidade 1 — py(t). Sejam X;(t) e X7(t) sdo ocorréncias de
eventos do tipo I e tipo II respectivamente (que vem dos dois processos N (t) e Na(t)).

1. Achar a distribuicao de X(t) e Xy;(t) para t fixo.
2. Achar covariancia Cov(Ny(t), X1(t)).

Solucgao:
1. Achar a distribuicao de X;(t) e X;/(t) para t fixo.

Seja £1,1(t), &r,2(t) nimero de eventos do tipo I marcados em processos Ny e N respectivamente. Pelo theorema

éra(t) ~ Poi <>\1 /Ot min(1,1/s)ds>, £r.o(t) ~ Poi (/\2 /Otmin(l,l/s2)ds).

Supondo t > 1 obtemos

t

€11(t) ~ Poi (M (1 +1n(t)), &ra(t) ~ Poi (/\2 (2 - 1)) .

Finalmente,

1

Xi(t) = &1 (t) + €ra(t) ~ Poi (Al (14 () + A (2 B t>>

Xll(t) = Nl(t) —|—N2(t) — X[(t) ~ Poi (()\1 + /\Q)t -\ (1 +1n(t)) — A <2 — 1))

2. Achar covariancia Cov(Ny(t), X;(t)).

Usando anotacgoes do item anterior, adicionando anotacoes £r7,1,&r7,2 de forma similar, obtemos

Cov(Ny(t), X1(t)) = Cov (&1 (t) + Erra (1), &1 (t) + 51 2(1))
= Cov(&r1(t),&,1(t)) + Cov (& (t 51 2 ) + Cov(Err,1(t), €11 (1)) + Cov(Erra(t), Er2(t))
=Cov(&1,1(1),&,1(t)) = Var(&r1(t)) = A1 (1 +1In(t)).



Exercicio 4. Consideremos processo de Poisson N; e eventos do tipo I e II com a probabilidade pi(-) e 1 — p1(+)
respectivamente definidos em item anterior. Consideremos instantes 1 < t1 <ty < t3 < 00.

1. Achar a média E(X;(t3) | N1(t2) = 4).

2. Achar a média E(X(t3) — X1(t1) | N1(t2) = 4).

3. P(X[[(tl) = a, X[[(lfg) = b, X[[(tg) = C).
Solugao:

1. Achar a média E(X;(t3) | N1(t2) = 4).
Observe X[(tg) = X](tg) — X](tg) + X[(tg)

E(Xr(t3) | Ni(t2) = 4) = E(X1(t3) — Xr(t2) | N1(t2) = 4) + E(X1(t2) | Ni(t2) = 4)
=E(X(t3) — X1(t2)) + E(X1(t2) | N1(t2) = 4)
Observe X;(t2) | Ni(t2) =4 ~ B(4,p), onde
= —/ min(1,1/s)d (1—|—ln(t2))
Observe "
Xj(tg) — XI(tQ) ~ POi ()\1/ dj) 5
logo, . l
E(X1(t3) | Ni(t2) =4) = )\1/ % + % (1+In(t2)) = A1 In <Z’> + % (1+In(t2)).

2. Achar a média E(X[(t3) — X(t1) | N1(t2) = 4).

Aqui incremento X(t3) — X (¢1) representamos como soma de dois incrementos X;(ts) — Xy (t1) = X (t3) F X1 (t2) —

X](tl)Z
E(X1(t3) — Xy(t1) | Ni(t2) = 4) = E(X1(t3) — Xr(t2) | Ni(t2) = 4) + E(X;(t2) — X1(t1) | Ni(t2) = 4)
) =

= E(X1(ts) — Xi(t2)) + E(X1(t2) — Xi(t2) | Na(t2)

_)\11n <t2> +E(X1(t2) X](tl) |N1(t2):4)

)
)

Observe X](tg) — X](tl) | Nl(tg) =4~ B(4,q) em que
1 t2 ds <t1>
q=— &1y,
ty Jy, st t2

E(X1(t3) — X1(t1) [ Ni(t2) =4) = A In (;) tzl <t1>

to

Logo,

3. P(Xrr(t1) = a, X11(t2) = b, X11(t3) = ).
P(Xrr(t1) = a, X11(t2) = b, X11(t3) = ¢) = P(X11(t1) = a)P(X11(t2) — X11(t1) = b — a)P(X1s(t3) — X1(t2) = ¢ — b)

observe

Xrp1(ty) ~ Poi (/Otl(l —pl(s))ds) ;
Xrr(ta) = X11(t1) ~ Poi (/tz(l —pl(s))ds) ,
Xi1(ts) — X11(t2) ~ Poi (/tts(l —pl(s))ds)
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