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Para que servem os Algoritmos 1 e 2

O Algoritmo 1 tem como objetivo colocar em pratica os
elementos utilizados na demonstragao da Desigualdade 1.

1. Seja o conjunto de atores A = {1,2,..., N}. Vamos primeiro ver
que para qualquer u € Sy, a probabilidade

1 N
P (|Un+N(a)| < N —1,paratodoa € A ‘ U, = u) > (N> .

O Algoritmo 2 tem como objetivo colocar em pratica os
elementos utilizados na demonstragédo da Desigualdade 2.

2. Depois vamos ver que existe ey € (0,1) tal que

P (U,M — o(+D) ‘ N {lUn(a) < N - 1}) > en.

acA
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Definicoes usadas nos Algoritmos

» Dado u € Sy, paratodoa € {1, ..., N} seja

eHula) 4 o—ul@)
S pea [TV 1 Dud]”

r(alu) =
» Dado u € Sy, seja
a1 (u) = argmax{|u(a)| : a € A},

as(u) = argmax{|u(a)| : a € A\ {a1(u)}},

an(u) = argmax{Ju(a)| : a € A\ {ax (u), as(u), .. an—1 (u)}}.
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Definicoes usadas nos Algoritmos

» Para todo ¢ € [0, 1], defina

Au, €) = mf{aeAZ r(ay(uw)|u) > €.

b=1

» Dadoue Syeac{l,..,N}, paratodo ¢ € {0,1} seja

1
+1a se g < 1 L . —2ula)’
O(u(a),§) = 1+ e72ule)
—1, em caso contrario.
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Algoritmo Preliminar

1. Inicializagdo: Escolha uma lista u € Sy. Escolha um tempo
T>1.
2. DefinaUy =ue Hy, = (u)
3. Paran de 1 até T faca:
3.1 Sorteie (independentemente dos sorteios anteriores) &, uniforme
em [0, 1]
3.2 Atualize A, = A(U,—1,&)).
3.3 Sorteie (independentemente dos sorteios anteriores) £2 uniforme
em [0, 1].
3.4 Atualize O,, = O(Un—1(An), £2).
3.5 Defina U, = 7ma,,0,(Un-1).
3.6 Atualize H, concatenando a sequéncia anterior H, com U,:
H, = (Hp,Uy).

4. Imprima H,.
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Algoritmo 1

1. Inicializagédo: Escolha duas listas u € Sy e v € Sy.
2. Defina U¥ = w, U =ve Hy = (U§,UY).
3. Paran=1,...,N, faca:
3.1 Sorteie (independentemente dos sorteios anteriores) &, uniforme
em [0, 1]
3.2 Atualize A% = A(UY_1,&L) e AL = A(UP_1, ).
3.3 Sorteie (independentemente dos sorteios anteriores) £2 uniforme
em [0, 1].
3.4 Atualize O} = O(Uy_1(A}),€2) € O, = O(Uy_1(A7), €3).
3.5 Defina Uy = mau,0u(Uy_1) € Uy = may o0 (Ugy_1).
3.6 Atualize H: concatenando a sequéncia anterior H, com (U}, Uy):
Hy = (UL, UY) ... (UL UY).
3.7 Imprima H;.
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Definigcbes usadas no Algoritmo 2

> Seja
Iy =(N,N—1,..,1),

lb=(N-1,N—-2..,1N),

In =(1,N,...,3,2).
> Note que para l;(b) é o b-ésimo elemento da sequéncia [;.

» Paratodo ¢ € [0,1] e j € Ay, defina

aj(u,§) =inf{a € A: Z (b)|u) > £}
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Algoritmo 2

1. Inicializagdo: Escolha duas listas u € Sy e v € Sy.

2. Defina Uy =, Uj =v e Hy = (Ug,Uy).

3. Paran=1,...,N, faga
3.1 Sorteie (indep. dos sorteios anteriores) £, uniforme em [0, 1]
3.2 Atualize A" = a, (U¥_1,€L) e AL = an(UZ_1,€1).
3.3 Sorteie (indep. dos sorteios anteriores) £2 uniforme em [0, 1].
3.4 Atualize O} = O(U_1(A%),€2) @ O} = O(Uy_1(A}),€2).
3.5 Defina Uy = mau,0u(Uy_1) € Uy = may o0 (Uy_1).
3.6 Atualize H, concatenando a sequéncia anterior H, com (U}, U}):

Hy, = (U, UG)...(UY,UY).

3.7 Imprima Ha.

Antonio Galves



Concatenando os Algoritmos 1 e 2

» Iniciamos com duas listas u,v € Sy, u # v.
» Nos instantes 1,2, ..., N utilizamos o Algoritmo 1.

» Nos instantes N + 1, N + 2, ..., 2N utilizamos o Algoritmo 2, e
assim sucessivamente.

» Formalmente, para k£ > 0,

» Nos instantes 2kN + 1,2kN + 2,...,2kN + N, utilizamos o
Algoritmo 1.

» Nos instantes (2k +1)N +1,(2k+1)N +2,...,(2k+1)N + N,
utilizamos o Algoritmo 2.

> Se

U(u2k+1)N+N = U(Uzk+1)N+N = e(+1)7

saimos do laco.

» Caso contrario, continuamos o lago.
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» Escreva o pseudo-codigo do Algoritmo concatenando os
Algoritmos 1 e 2 e terminando com o Algoritmo Preliminar, apds
as duas listas ficarem iguais a escada simultaneamente.
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6.

P A

. Inicializag&o: Escolha duas listas u € Sy e v € Sn.

Defina Uy = uw,Uj = v, T® = 00, H = (u,v).

. Parak =0,..., M, faca:

41 Se U,y = Ulyn = Y, atualize T° = 2kN e saia do lago.
42 Sek < M:

4.2.1 Use o Algoritmo 1 com listas iniciais (U3} n» Us,. v) € faga

H = (H,H).
4.2.2 Use o Algoritmo 2 com listas iniciais (Usy yy v Uge vy ) € faga
H = (H, H>).

. Se k < M, use o Algoritmo Preliminar com lista inicial e(*") e

numero de iteracdes (M — k)2N e faga H = (H, (H,, H,)), onde
H, ¢ o histérico do algoritmo preliminar.

. Se T*¢ = oo, imprima "A concatenacgao dos Algoritmos 1 e 2,

para k = 0,..., M, ndo gerou U,y = Uiyy = e "

Imprima H.
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» Por que concatenamos os Algoritmos 1, 2 e Preliminar?
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» Construimos simultaneamente (UY, UY),,> utilizando a
concatenagéao dos Algoritmos 1, 2 e Preliminar que acabamos
de descrever.

» Encontre um majorante para

P(UY # UD).
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RESP A

» Vamos chamar de T o primeiro instante n tal que U} = U?.
» Dizer que U} # U? é equivalente a dizer que T%? > n.
» Ou seja,

P(Uy #U;) =P(T"" > n).

» A concatenacgéo dos Algoritmos 1 e 2 que acabamos de
descrever, torna possivel que U, = U3,y = eF), com
k=0,1,...

» Definimos T¢ = 2k N, onde k é o primeiro indice de bloco de
tamanho 2N no qual essa igualdade acontece.

» Obviamente, T%v < T*.

» Ou seja,
P(T*" >n) > P(T° > n).
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» Construimos simultaneamente (UY, UY),,> utilizando a
concatenagéao dos Algoritmos 1, 2 e Preliminar que acabamos
de descrever.

» Encontre um majorante para

P(T¢ > 2kN).
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> T¢ > 2kN significa que nas primeiras k iteragdes do lago do
Algoritmo Concatenado nao obtivemos o efeito almejado.
» Qual é o efeito almejado em cada iteracdo do lago?

» O efeito almejado é que o Algoritmo 1 faca em N passos a
pressao da rede sobre todos os atores ficar, simultaneamente
nas duas listas, entre —N e N,

> e que em seguida o Algoritmo 2 faga com que nas duas redes,
os atores N, N — 1, ..., 1 emitam simultinea e sucessivamente a
opinido +1.
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» A probabilidade de que esses dois resultados sejam obtidos
sucessivamente em um laco, € maior ou igual a

\V & 1
(v) Il 6=
onde

2

Cn = n—1 :
24+ > [eF e F 4 (N —n) (e 4 em ((N=1)Fm))
k=0

» Portanto, a probabilidade de que isso ndo ocorra em um lago, é
majorada por

\VZE 1
1<N> ]:[lCn1+€2(N_n).
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» A probabilidade de que o efeito almejado ndo ocorra em um
lago, é majorada por

1\ 1
1_<N> 1L 6o

» Como as variaveis (¢1,£3), (63, €3), ..., (&}, €}) que determinam se
o efeito almejado é alcancado sdo independentes entre si, os
eventos "o efeito almejado néo é alcancado nos lagos 1,2,...,k"
sao todos independentes entre si.

> Logo,

N N

€ 1 1
P(T¢ > 2kN) < [1— (N) Hﬁm
o
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» Construimos simultaneamente (U, U}),>o utilizando a
concatenacao dos Algoritmos 1, 2 e Preliminar que acabamos
de descrever.

» Quanto vale
lim P(T° > 2kN)?

k—+o00
» Quanto vale
lim P(T"“" > n)?

n—-+o0o
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» Pelo QUIZ anterior,

N\ & 1 *
P(T° > 2kN) < [1— <N) llgnww_m]

> Logo,

1\ 5 1 ’
lim P(T° > 2kN) < lim [1<N) HC”H_82(N—n)] = 0.

k—+o00 k—+o00
n=1
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> Para a segunda resposta, seja | 5] 0 maior inteiro menor ou
igual a 5%

> Logo,n >2|5%|Ne
P(T"" > n) < P(T*" > 2|n/2N|N).
» Ja vimos que
P(T*" > 2kN) < P(T° > 2kN).
> Logo,
lim P(T*" >n) < hm P(T° > 2|n/2N|N) =0,

n—-+4oo n—-+oo

jaque lim, o0 |n/2N| = +o0.
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Essa majoracao nao depende de u, v

E importante observar que esta majoracao ndo depende dos valores
das listas iniciais u, v.

Ou seja,
NN [n/2N]
sup{P(T*" >n):u,v € Sy} < |1 — 1 H(;
- Uy N > N L nl + eQ(an)
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» Vamos supor que a lista inicial Uy = u seja sorteada em Sy com
probabilidade v(u), onde v é uma medida de probabilidade em
Sn.

» Para todo n > 1, quanto vale a distribuicao de U,,?

» Em particular, quanto vale a distribuicdo de U,, quando a lista
inicial é escolhida usando p, a medida de probabilidade
invariante da cadeia?
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» Paratodo z € Sy,

]P)(Un = Z) = Z P(Un = Z|U0 = U)P(UO = ’LL) =

uESN

Z P(U,, = z|Uy = w)v(u).

UuESN
> Se v = u que é a medida de probabilidade invariante da cadeia,

entdo, por definicao,
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Notacao

» Vamos denotar por
(U::)HZO

a cadeia cuja lista inicial U, é escolhida usando a distribuicdo v.
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» Seja i a distribuicdo invariante da cadeia, e seja v uma lista
qualquer do conjunto Sy .

» Construimos simultaneamente (U#, U} ), >0, utilizando a
concatenagao dos Algoritmos 1, 2 e Preliminar que acabamos
de descrever.

» Se no instante n, U¥ = UY

n?

qual é a distribuicdo de U} ?
» Em outras palavras, se no instante n, U = U}, quanto vale
P(U} = z) paratodo z € Sy?
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» Por hipoétese, U? = UHX.
» Javimos que P(U¥ = z) = pu(z).

» Portanto,
P(U, = 2) =P(U}} = 2) = p(2).
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Convergéncia em distribuicdo da rede com presséo

» Vamos verificar que

lim P(U2 = u) = u(u),

n—oo
para todo u,v € Sy,
» sendo U} a lista apds n etapas da rede com presséao social,
tendo v como lista inicial,
> e 1 é a medida de probabilidade invariante da cadeia.
» Comegamos observando que

P(U, =u) — plw)| = [PU; = uv) —P(Uy = u)| =

| > PO =w, Uk =2)= Y PUY =2,Ul =),

zESN 2E€ESN
onde (UY,U}l),>0 S@0 construidos simultaneamente usando o
Algoritmo concatenado.
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» Que termos permanecem, quando calculamos a diferenga,

Y PO =u, - > PU =2UL=u)?

zESN z€SN
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| PO =u Ul =2)— Y PUY=2Ul=u)| =

2ESN

1> PUR =u,U) =

zF#u

2ESN

z) — ZP(U;) =z, Ul = u)|.

zF#u
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» Verifique que

> PUY =, Ul =2) = > PU; =2Uk =u)| <PU # UL).
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>
> P, =uw, Uk =2) =Y P(U; =2 Ul =u)| <
z#u 2Au
STPUL =u, Uk =2)+ > PUY =2, Ul =u) =
zFU zu

P(UY = u, UF # u) + P(U? # u, U = u) <

Y PUY=2,Ul =) =P, #UL.

(z1,22),21#22
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Concluindo a verificagdo da convergéncia

» Utilizando os QUIZes anteriores, concluimos que

[PU, = u) — p(u)| <PU; # UY) =P(T"" > n),

I\NV XN 1 [n/2N]
P(T"* > n) < [1 - (N) EC"HeQW—")]
» Como
i 1 (3" Tl oo
n—00 N) 251 + e2(N—n) ’

concluimos que

[ i P(UY = ) = (). ]
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O que ja sabemos

1. Para todo u,v € Sy, para todo § € [0, +00) vale a convergéncia

lim PUS" =) = pg(u),

n—-+oo
que ndo depende da lista inicial v, s6 da lista final w.
Nessa formula, 15 € a medida invariante da cadeia (U2"V),,>o.

2. Sabemos também que ps(u) = pg(—u), para todo u € Sy.
3. Usando 1 e 2, ja vimos que
lim P(O2" = +1) = 1/2,

n—oQ

qualquer que seja a lista inicial v e para qualquer 3 € [0, o).
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O que ainda ndo sabemos: o efeito de 5 sobre a rede

» Nao sabemos se o valor do parametro de polarizacao 3 tem
algum efeito sobre o comportamento da rede social ao longo do
tempo.

» Sera que a evolugao da rede social tem caracteristicas
diferentes, conforme a polariza¢édo seja grande ou pequena?

» Essa é uma questao da maior importancia, considerando a
situacao de grande polarizagdo de muitas redes sociais
atualmente.

> E essa a questdo que abordaremos nas aulas finais do curso.
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Exercicios

1. Descreva como evoluem (US),,>0, (A2),>0, (02%),>0 NO
caso em que 8 = 0.
2. Exercicio dedicado aos matematicos do grupo: sabendo que

N N [n/2N|

o ] 1 1

n=1

encontre constantes ¢,C > 0 tais que
sup{P(T*" > n) : u,v € Sy }) < Ce ".

3. Exercicio preparatorio para as proximas aulas: mostre que a

equacao

eBm _ o—Bm
om0
€ satisfeita por um ou por trés valores de m dependendo do

valor de 3. Sugestao: faga uma mudancga de variaveis gm = r.
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