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22 Lei de Newton

> Modelagem:

» 22 |ej de Newton: forca resultante = massa x aceleracio

» A forca peso cancela-se com a for¢ca normal

» Forca de restituicdo da mola: —ky

> Resisténcia do meio (proporcional a velocidade): —bv = —by

» Resultante: R = —ky — by’

/

my"=R = my”" + by +ky =0



Velocidade de reacdo quimica

» Modelo = Lei da agdo das massas:
a taxa de variagcdo da concentragcao dos reagentes é
proporcional a concentracdo de cada uma dessas substancias.

> Exemplo de reacdo: A+ B — C

» Inicialmente: temos a, b, 0 mols de A, B e C,
respectivamente.

» Quantidade do produto C: y(t)
Quantidade de A: a — y(t)
» Quantidade de B: b — y(t)

v

y'=k(a—y)(b—y)



Lei de Malthus

Modelo de crescimento populacional

» modelagem: taxa de crescimento é proporcional ao nimero de
individuos.

» Populagdo: y(t)
» Taxa de crescimento: y'(t) = ky(t)



Modelo de Velhust (1838)

Modelo de crescimento populacional

> Modelagem: taxa de crescimento é proporcional ao nimero de
individuos, mas espago ¢ limitado.

» Populacdo: y(t)
» Limite de individuos: N

» Taxa de crescimento:

y' = ky(N —y) = kNy — ky?



O que é EDO

» Uma equacdo diferencial é uma equacdo que relaciona uma
funcdo incégnita e algumas de suas derivadas
» Exemplos
> Lei de Malthus: y’ = ky
» 22 |ei de Newton: mx” + bx' + cx = f(t)
0u

ou
» Equacdo do calor: — = a——
qua¢ ot “ox2

» Se ha apenas derivadas usuais (ndo parciais), a equagdo
diferencial chama-se ordinaria — EDO

> E dtil omitir a notacdo (t).

Y(t)=ay(t) +e'(v(1)? — ¥y =ay+ey?



Solugdes

Considere uma EDO
y'="f(t,y) (EDO)

» Uma solugdo é uma fungdo y(t) definida num intervalo / que
satisfaz (EDO) para todo t € /

y' +y =1 tem solugdes:

> y(t) =1
> y(t)=1-¢€""
> y(t)=1+2""



Problema de Valor Inicial

» Um Problema da valor inicial (PVI) é uma EDO como

y' =f(t,y) (EDO)

junto com uma condi¢do inicial y(ty) = yo

P As condi¢des iniciais costumam impOr existéncia e unicidade
de solucdes, sob certas condicdes

» Veremos o Teorema de Existéncia e Unicidade para alguns
tipos de EDOs
y'+y=1y(0)=a tem apenas a solucdo
> y(t)=1+(a—1)e?



Classificacdo das EDOS

Ordem

» Ordem: é a ordem da maior derivada que aparece

» Exemplos:
> Vel. rea¢do quimica: y’ = k(a— y)(b—y) — 12 ordem

» Lei de Verhulst: y’ = kNy — ky? — 12 ordem

> 22 |ej de Newton: mx” + bx’ + cx = f(t) — 22 ordem



Classificacdo das EDOS

Linearidade

» Uma EDO ¢ linear se pode ser escrita na forma

a(t)y” + b(t)y’ + c(t)y = f(t)
» Exemplos:
» Vel. reacdo quimica: y’' = k(a — y)(b— y) — n3o linear
» Lei de Malthus: y’ = ky — linear
» Lei de Verhulst: y’ = kNy — ky? — n3o linear
» 22 |ei de Newton: mx” + bx’ 4+ cx = f(t) — linear

P> Equacoes lineares tém mais estrutura para buscarmos solucdes

» Se f(t) =0, a EDO € linear homoggénea



EDOs estudadas nesse curso

» EDOs de 12 ordem (cap 2)
P separdveis
» lineares

» EDOs de 22 ordem lineares (cap 4)
» Sistemas de EDOs (cap6, se houver tempo)



Exemplo do colegial: Movimento Uniformemente Variado

= aceleragdo constante

Hipdteses
» posicdo: x(t)
> velocidade: v(t) = x/(t)
> aceleragdo: a = v/(t) = x"(t)
> hipdteses

> v(0) =w
> x(0) = xo

» aceleracdo a é constante



Equacdo da velocidade

Equacao horaria da velocidade

v(t):a=>/0v(s)ds:/oads
= v(t) —v(0) =a(t —0)

= v(t) =w + at



Equacdo horéaria

Equac¢do horéria da posi¢do

> x(0) = xo

Xl

. . N
» Da equagdo da velocidade v(t) = vo + at:

X' (t) = v +at = /Otx’(s)ds = /Ot(vo + as)ds
— x(t) — x(0) = vo(t —0) + a(t — &
— x(t) = x0 + vt + 3at?
» Se preferir a varidvel s para a posi¢do:

s =5s + wt + %at2



Exemplo de modelagem: diluicio de misturas

Diluicao de misturas

Um tanque contém 5.000 litros de dgua na qual estdo diluidos 50
Kg de sal. A essa mistura adiciona-se salmoura a razao de 10
|/min com uma concentragdo de sal de 20 g/I. A concentra¢do da
mistura é mantida homogénea por meio de um agitador. A mistura
(homogénea) deixa o tanque a razdo de 10 |/min. Determine a
quantidade de sal em funcdo do tempo.

Resolucao
» g(t): quantidade de sal no tanque no instante t.
» Note que o volume de dgua é constante em 5.000 |.
» Entrando: 10 I/min a 20 g/I = 200 g/min
» Saindo: 10 I/min a concentragdo % g/l = &g g/min
> . ¢'(t) =200 — 35

1
!
_ :2 =
q + 5959 =200, q(0) = 50000



