
PRIMEIRA PROVA - EDP - MAP 5712 (MAP 0413)

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de
aula podem (e devem) ser usados sem demonstração, a não ser, claro, quando estamos pedindo para que sejam
demonstrados.

Boa Prova!

Exercício 1. Seja u : Rn → R uma função harmônica.
(0,5 ponto) a) Usando a fórmula do valor médio na bola B(x,R) e o teorema da divergência, mostre que

∂xiu(x) =
1

|B(x,R)|

ˆ
∂B(x,R)

u(y)νi(y)dS(y).

(Dica: Lembre-se que se u é harmônica, então u é C∞ e todas as suas derivadas também são harmônicas)
(1,5 ponto) b) Escolha R = 2 |x| na fórmula acima e mostre que se existem constantes C1 > 0 e α ≥ 0 tais que

|u(x)| ≤ C1 |x|α, para todo |x| ≥ 1, então existe C2 > 0 tal que |∂xiu(x)| ≤ C2 |x|α−1 para todo i ∈ {1, ..., n} e
|x| ≥ 1.

(1,0 ponto) c) Prove que se |u(x)| ≤ C |x|α para |x| ≥ 1, em que 0 ≤ α < 1, então u é uma função constante.
(Dica: quanto vale ∂xju(x) para j ∈ {1, .., n}?).

Exercício 2. (1,5 ponto) Seja n ≥ 2. Ache todas as funções u : Rn\ {0} → R que sejam harmônicas e limitadas.
(Dica: singularidade)

Exercício 3. (1,25 ponto) a) Seja f ∈ C(Rn\{0}). Definimos fλ(x) = f(λx). Dado u ∈ D′(Rn\{0}), definimos

uλ(ϕ) =
1

λn
u(ϕ 1

λ
), ϕ ∈ C∞c (Rn\{0}).

Dado f ∈ C(Rn\{0}), mostre que se u = Tf , então uλ = Tfλ e que (δ0)λ = 1
λn δ0, em que δ0 é o delta de Dirac.

(Lembramos que Tf (ϕ) =
´
Rn\{0} f(x)ϕ(x)dx, para ϕ ∈ C∞c (Rn\{0})).

(1,25 ponto) b) Seja K a solução fundamental da equação do calor em Rn. Sabemos que ∂K
∂t −∆K = δ0, ou seja,

(0.1)
ˆ ∞
0

ˆ
Rn

1

(4πt)
n
2
e−
|x|2
4t

(
−∂ϕ
∂t

(x, t)−∆ϕ(x, t)

)
dxdt = ϕ(0, 0),∀ϕ ∈ C∞c (Rn).

Mostre que

Kk(x, t) =
1

k
n
2
Kk

(
x√
k
, t

)
=

{
1

(4πkt)
n
2
e−
|x|2
4kt , t > 0

0, t ≤ 0
,

é a solução fundamental de ∂
∂t−k∆, k > 0 é uma constante. (Dica: O que ocorre se colocarmos ϕ(

√
kx, t) ∈ C∞c (Rn)

na integral 0.1?). OBS: Não é necessário usar o item a.
(0,5 ponto) c) Seja f ∈ C∞c (Rn). Ache uma fórmula dada por uma integral em termos de f e Kk para uma

solução de
∂u

∂t
(x, t)− k∆u(x, t) = f(x, t).

Exercício 4. Seja U ⊂ Rn um aberto limitado de classe C1. Considere o seguinte problema

(0.2)

∂u
∂t (x, t) =

∑n
i=1

∑n
j=1

∂
∂xi

(
aij(x) ∂u∂xj (x, t)

)
, (x, t) ∈ U×]0,∞[∑n

i=1

∑n
j=1

(
aij (x) ∂u

∂xj
(x, t) νi (x)

)
= 0, (x, t) ∈ ∂U×]0,∞[

u(x, 0) = u0(x), x ∈ U

,

em que o vetor ν (x) = (ν1 (x) , ν2 (x) , ..., νn (x)) é a normal unitária que aponta para fora de U , u0 ∈ C2(U) é tal
que

∑n
i=1

∑n
j=1 aij (x) ∂u0

∂xj
(x) νi (x) = 0 para x ∈ ∂U e as funções aij : U → R são tais que

i) aij ∈ C1(U).
ii) aij (x) = aji (x) para todo x ∈ Rn.
iii) Existe a0 > 0 tal que

∑n
i=1

∑n
j=1 aij (x) ξiξj ≥ a0 |ξ|2 para todo x ∈ Rn e ξ ∈ Rn . (Em particular,∑n

i=1

∑n
j=1 aij (x) ∂u

∂xi
(x, t) ∂u∂xj (x, t) ≥ 0).

1
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(1,25 ponto) a) Mostre que se u ∈ C2(U × [0,∞[) é solução da Equação (0.2), então

E(t) =

ˆ
U

u(x, t)2dx, t ∈ [0,∞[

é uma função não crescente. Dica: Se f e g são funções de classe C1(U), entãoˆ
U

f(x)
∂g

∂xi
(x)dx = −

ˆ
U

∂f

∂xi
(x)g(x)dx+

ˆ
∂U

f(x)g(x)νidS(x).

(1,25 ponto) b) Mostre que existe no máximo uma solução em C2(U × [0,∞[) do Problema (0.2).



PRIMEIRA PROVA - EDP - MAP 5712 (MAP 0413) 3

Formulário. (Nem tudo é necessário)

B(x, r) = {y ∈ Rn; |y − x| < r}, B(x, r) = {y ∈ Rn; |y − x| ≤ r}, ∂B(x, r) = {y ∈ Rn; |y − x| = r} e Sn−1 := ∂B(0, 1).

|B(x, r)| :=
ˆ
B(x,r)

dy é o volume da bola B(x, r)

|∂B(x, r)| :=
ˆ
∂B(x,r)

dS(y) é a área da bola ∂B(x, r)

∣∣Sn−1
∣∣ :=

ˆ
Sn−1

dS(y) é a área da bola unitária

Por exemplo, se n = 2, então |B(x, r)| = πr2 e |∂B(x, r)| = 2πr. As médias são definidas como 
B(x,r)

f(y)dy =
1

|B(x, r)|

ˆ
B(x,r)

f(y)dy e
 
∂B(x,r)

f(y)dS(y) =
1

|∂B(x, r)|

ˆ
∂B(x,r)

f(y)dS(y).

Lema 5. Seja U ⊂ Rn um aberto e f : U → R uma função contínua. Seja x ∈ U , r > 0 e B(x, r) ⊂ U . Logo
1)

´
∂B(x,r)

f(y)dS(y) =
´
Sn−1 f(x+ rz)rn−1dS(z).

2) |∂B(x, r)| = rn−1
∣∣Sn−1

∣∣.
3)

´
B(x,r)

f(y)dy =
´ r
0

(´
Sn−1 f(x+ sz)dS(z)

)
sn−1ds =

´ r
0

´
∂B(x,r)

f(y)dS(y)ds.

4) |B(x, r)| = rn|Sn−1|
n

.

Teorema 6. Seja U ⊂ Rn um aberto e u : U → R uma função. As seguintes propriedades abaixo são equivalentes:
1) A função u é harmônica, ou seja, u ∈ C2(U) e ∆u(x) = 0 para todo x ∈ U .
2) A função u é contínua e u (x) =

ffl
B(x,r)

udy, para todo B(x, r) ⊂ U .
3) A função u é contínua e u (x) =

ffl
∂B(x,r)

udS, para todo B(x, r) ⊂ U .
4) A função u ∈ C∞(U) e ∆u(x) = 0 para todo x ∈ U .

Teorema 7. (Remoção de singularidades) Seja U ⊂ Rn um aberto e x0 ∈ U . Considere uma função u : U\ {x0} → R
harmônica tal que

(0.3)
limx→x0

|u(x)|
ln(|x−x0|)

= 0, n = 2

limx→x0 |x− x0|
n−2 |u(x)| = 0, n > 2

Então existe o limite limx→x0 u(x), o limite é finito e a função v : U → R dada abaixo é harmônica

v(x) =

{
u(x), x 6= x0

limx→x0 u(x), x = x0
.

Teorema 8. (Princípio de Reflexão) Seja U ⊂ Rn um aberto tal que, se (x′, xn) ∈ U , então (x′,−xn) ∈ U . Consideremos
os seguintes conjuntos:

U0 =
{(
x′, xn

)
∈ U ; xn = 0

}
U+ =

{(
x′, xn

)
∈ U ; xn > 0

}
U− =

{(
x′, xn

)
∈ U ; xn < 0

}
Seja u : U0 ∪ U+ → R uma função contínua tal que u|U+

: U+ → R é de classe C2 e ∆u(x) = 0, para todo x ∈ U+. Se
u(x) = 0 para todo x ∈ U0, então a função v : U → R definida abaixo é harmônica:

v(x′, xn) =


u(x′, xn), x ∈ U+

0, x ∈ U0

−u(x′,−xn), x ∈ U−
.

Teorema 9. (Liouville) Seja u : Rn → R uma função harmônica e limitada. Logo u é a função constante.

Definição 10. Uma distribuição u ∈ D′(U) é um funcional linear u : C∞c (U)→ R contínuo.

Exemplo 11. A distribuição Delta de Dirac δ0 ∈ D′(Rn) é dada por δ0(φ) = φ(0), φ ∈ C∞c (Rn).

Definição 12. Seja U ⊂ Rn, α ∈ Nn0 e u ∈ D′(U). Definimos a distribuição ∂αu ∈ D′(U), chamada de derivada da
distribuição u de ordem α, da seguinte forma: ∂αu(φ) = (−1)|α|u(∂αφ), φ ∈ C∞c (U), em que usamos a notação ∂α := ∂|α|

∂xα
.

Definição 13. Seja U ⊂ Rn um aberto, u ∈ D′(U) e g ∈ C∞(U). Então definimos a distribuição gu ∈ D′(U) da seguinte
maneira: gu(φ) = u(gφ), φ ∈ C∞c (U).

Definição 14. Uma distribuição u ∈ D′(Rn) é chamada de solução fundamental do operador P (∂) =
∑
|α|≤m aα∂

α,
aα ∈ R, se satisfizer

∑
|α|≤m aα∂

αu = δ0.
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Em particular, se u = Tg, em que g é uma função contínua ou localmente integrável (lembramos que Tg(φ) =
´
Rn g(x)φ(x)dx),

então u será uma solução fundamental se, e somente se,∑
|α|≤m

(−1)|α| aα

ˆ
Rn
g(x)

∂αφ

∂xα
(x)dx = φ(0), ∀φ ∈ C∞c (Rn) .

Exemplo 15. A solução fundamental do calor ∂
∂t
−∆ é a distribuição associada a função dada por

K (x, t) =

 1

(4πt)
n
2
e−
|x|2
4t , t > 0

0, t ≤ 0

Definição 16. (Teorema da Divergência) Seja U ⊂ Rn um aberto limitado de classe C1 e F : U → Rn uma função de
classe C1. Logo ˆ

∂U

F (x) .ν (x) dS (x) =

ˆ
U

∇.F (x) dx,

em que ν : ∂U → Rn é o vetor normal unitário que aponta para fora de U .

Proposição 17. Seja U ⊂ Rn um aberto limitado de classe C1 e f e g duas funções em C1
(
U
)
. Logo

(0.4)
ˆ
U

∂f

∂xi
(x)g(x)dx = −

ˆ
U

f(x)
∂g

∂xi
(x)dx+

ˆ
∂U

f(x)g(x)νi(x)dS(x),

em que i ∈ {1, ..., n} e ν(x) = (ν1(x), ..., νn(x)) é a normal a ∂U no ponto x e que aponta para fora de U .


