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Axiomas da Escolha sob Incerteza

“Queremos encontrar os principios matematicamente completos que definem o ‘comportamento
racional’ dos participantes em uma economia social e derivar, a partir deles, as caracteristicas gerais
daquele comportamento” (J. Von Neumann e O. Morgenstern, 1947)

A teoria da escolha do investidor € apenas uma das facetas da Teoria da Utilidade

= Para desenvolver uma teoria sobre a tomada de decisao sob incerteza, é necessario formular alguns
pressupostos precisos sobre o comportamento dos individuos, de forma a um conjunto minimo de condi¢coes
para definir o comportamento consistente e racional

AXIOMAS DA UTILIDADE CARDINAL

Axioma 1: Comparabilidade Axioma 2: Transitividade

(ou Axioma da Completude) (ou Axioma da Consisténcia)

Dado o conjunto de alternativas incertas (S), um Se um individuo prefere xay ey az, entao x é
individuo pode dizer tanto que: preferidoaz:sex>veV>2Z o x>z

(i) o resultado x é preferido ao resultadoy: X = ¥;ou  Se um individuo é indiferente entre x e y, assim como
(i) y é preferido ax:y > X ; ou entre y e z, entdo ele é indiferente entre x e z: se X ~y

L ey ~z2=X~1Z
(i) e indiferente entre xey: x ~ y Y

Individuos sempre tomam decisdes completamente racionais e sao
capazes de tomar essas decisOes entre milhares de alternativas



Axiomas da Escolha sob Incerteza

Suponha que possamos construir uma loteria em que
um individuo tenha probabilidade a de receber o
resultado x e probabilidade (1 — a) de receber o
resultado y: loteria G(X, y: a)

A independéncia forte diz que se um individuo &
indiferente entre x e y, entdo ele também sera
Indiferente em uma primeira aposta estabelecida entre
X com probabilidade a e o resultado mutuamente
exclusivo z, assim como em uma segunda aposta
estabelecida entre y com probabilidade @ e 0 mesmo
resultado mutuamente exclusivo z

Ou seja:sex ~y = G(Xx, z: a) ~ G(Y, z: a)

Se o resultado y € menos preferido do que X, mas mais
preferido do que z, entdo hd uma probabilidade «
unica, de forma que o individuo € indiferente entre y e
uma loteria entre x com probabilidade a e z com
probabilidade (1 — a)

Se:¥+»¥>IeXxzy>1 = existe uma probabilidade
unica a tal que: y ~ G(X, z: a)

(o motivo para o sinal de “tdo bom quanto” ou preferivel
ou indiferente estar em apenas um dos lados da
relacdo de preferéncias € eliminar a possibilidade x ~ vy
~ Z, pois, neste caso, qualquer valor de «a satisfaz a
condicao de indiferenca requerida pela loteria)

O Axioma da Independéncia Forte € o mais dificil de compreender!

Considere o exemplo sobre um par de sapatos: resultado x = ganhar o pé esquerdo; resultado y = ganhar o pé
direito; e z = ganhar o pé direito. Imagine duas loterias: (1) 50% de chance de ganhar x (esquerdo) ou z (direito);
e (2) 50% de chance de ganhar y (direito) ou z (direito) — nunca podemos ganhar os dois pés.

Se fossemos indiferentes entre escolher o pé direito ou 0 pé esquerdo = independéncia forte implica que

também seriamos indiferentes entre as duas loterias. O ponto importante para a independéncia forte € que o

resultado z € sempre mutuamente excludente, o que € critico para a independéncia forte



Axiomas da Escolha sob Incerteza

Se as alternativas y e u estdo em algum lugar entre x e z e podemos estabelecer loterias de tal forma que um
individuo seja indiferente entre y e uma loteria entre x (com probabilidade a,) e z, assim como tambeéem &
indiferente entre u e uma segunda loteria entre x (com probabilidade «,) e z. Se a; > a,, entao: y é preferido a u.

Se:x=zVrzexrurz osey~G(X z: ay)eu~G(x z: ay), logo:
vV Sea;,>a,» ¥y i
v Sea;=a,2y~u

Como individuos ordenam as diversas combinacdes de alternativas de risco?

Vamos utilizar os axiomas da utilidade cardinal para mapear as preferéncias em utilidades mensuraveis

Propriedades da Funcéao Utilidade:

1) Preservacao da ordem: se a utilidade de x € maior do que a utilidade de y, U(x) > U(y) = x € preferido ay; e

2) Utilidade Esperada: a utilidade esperada é utilizada para ordenar alternativas de risco, ou seja:
UlGx,y:a)]=a.Ux) + (1 —a).U(y)

Considere dois resultados intermediarios x e y, do conjunto de resultados de risco (S) que tem como menor valor
a e maior valor b. Pelo Axioma 4 (Mensurabilidade), podemos escolher as probabilidades Unicas para x e y de
forma a construir as seguintes loterias:

X~ G(a,b:a(x)) ey~ G(a b:a(y))



Funcao Utilidade

Pelo Axioma 5 (Ordenamento), as probabilidades a(x) e a(y) podem ser interpretadas como as utilidades
numeéricas que ordenam unicamente x e y as seguinte forma:

Assim, desenvolvemos uma funcao utilidade que preserva a ordem.
Os resultados minimo e maximo (a e b, respectivamente) podem ser
associados a qualquer valor (exemplo: a=0e b =100)

= Ao formar loterias, podemos associar numeros da utilidade
cardinal aos resultados intermediarios x e y

Se alx) > aly)

Se alx)=ualy)

Se alx) <aly)

Vamos agora utilizar a utilidade esperada para ordenar alternativas de risco (Prop. 2)!

Considere as seguintes loterias: Vamos considerar
uma terceira loteria z: y~

Podemos utilizar Axioma 3 (independéncia forte) para mostrar que a escolha de z nao afeta a relagao entre xey .



Funcao Utilidade

Pelo Axioma 4, deve existir uma probabilidade Unica $(z) que torna o resultado z indiferente a loteria entre x e y
Ao seguir os ramos do resultado z, é possivel ver que:

= 7 éindiferente a a com probabilidade y = f(z). a(x) + (1 — ,B(z)). a(y)

= z éindiferente a b com probabilidade (1 — y)

A figura abaixo mostra a relagcao entre o resultado A loteria pode ser escrita como:
Z e os resultados a e b: z~G[a, b: B(2). a(x) + (1 _ [)’(z)). a(y)]

= Pelos Axiomas 4 e 5, temos que as utilidades de x e de y
‘ podem ser representadas pelas suas probabilidades, ou

| seja: U(x) = a(x) e U(y) = a(y)
= A loteria acima pode ser escrita como:

z~Gla,b: B(2). Ux) + (1 - B(2)).UR)]

S Novamente pelos Axiomas 4 e 5, a probabilidade unica do
ﬂ(:))(j 5 C?(T\ b - resultado z pode ser usada como uma medida cardinal de
Y) - sua utilidade relativa aos elementos limites a e b, assim:

U(z) =B(2).Ux)+(1-B(2).U®Y)



Funcao Utilidade

A funcéo correta para ordenar alternativas de risco é a Utilidade Esperada: combinacéo linear dos
resultados das utilidades

De forma geral, podemos escrever a utilidade esperada da riqueza da seguinte forma:

E[UW)] = ) pi. UMW)

Dados os 5 axiomas do comportamento do investidor racional e o pressuposto adicional de que todos o0s
investidores preferem mais rigueza do que menos, podemos afirma que:

Todos os investidores sempre buscam maximizar sua utilidade esperada da riqueza
(funcéo Utilidade Esperada é a funcao objetivo de todos os investidores)

Por meio das propriedades das funcdes utilidade, vamos demonstrar como a funcao utilidade pode ser construida
Seja a utilidade igual a -10 unidades para uma perda de $1.000

= pergunta: dada uma loteria com probabilidade a de ganhar $1.000 e probabilidade (1 — a) de perder
$1.000, qual probabilidade torna o investidor indiferente entre a loteria e ganhar $0 com certeza?

Matematicamente, temos:
0~G(1.000,—1.000: &) ou U(0) = . U(1000) + (1 — ). U(—1000)



Funcao Utilidade

v' Suponha que a = 0,6 para que o investidor seja indiferente entre a loteria e o resultado $0 com certeza.

v' Assumindo que a utilidade de $0 com certeza seja igual a zero, substituindo U(-1000) =-10e a« = 0,6, a
utilidade de ganhar $1.000 é dada por:

(1 - a).U(—1000)

U(1000) =
a
1-0,6).(—10 ;
U(1000) = &220-19 _ ¢ 7 nidades
Perda Ganho Prob. Utilidade Utilidade
Ganho Ganho Perda
_ _ _ - 1,000 1,000 0.60 6.7 - 10.0
Se repetirmos o processo anterior para diferentes 000 2000 Toss 82 C 100
resultados (payoffs), € possivel desenvolver a funcéo - 1,000 3,000 0.50 100 - 10.0
utilidade - 1,000 4,000 0.45 122 - 100
A tabela ao lado mostra varias loterias, suas - 1,000 5,000 0.40 150 - 100
probabilidades e a utilidade dos payoffs para um -..1,000 6,000 0.35 186 - 100
investidor avesso ao risco 1000 7,000 0.30 233 - 100
- 2,000 2,000 0.75 82 - 246
- 3,000 3,000 0.80 10.0 - 40.0
- 4,000 4,000 0.85 12.2 - 69.2

- 5,000 5,000 0.90 15.0 135.0




Funcao Utilidade

v As funcdes utilidade séo especificas para cada individuo: ndo ha como comparar a funcao utilidade de um
individuo com o de outro

v' Podemos falar em aumento ou diminuicdo da utilidade marginal. Se duas funcdes utilidade fornecerem o0s
mesmos resultados para todas as alternativas, entdo a utilidade marginal deve ser a mesma.
Matematicamente:

Ux) —U(y)
y&x) —y(®)

= constante

Em que: U(.) e y(.) sao duas funcoes utilidade

= Mudancas na utilidade entre dois niveis de rigueza possuem exatamente o0 mesmo significado para as duas
funcoes utilidade: ou seja: uma funcao utilidade € apenas a transformacao monotonica da outra



Definicao de Aversao ao Risco

Considere que a utilidade marginal da rigueza € positiva: mais riqueza € sempre preferida a menos

Vamos estabelecer uma loteria entre dois resultados: a e b = probabilidade de receber a é igual a «;
probabilidade de receber b é igual a (1 — ). A loteria pode ser escrita como: G(a, b: @)

O individuo prefere receber $10 com certeza ou prefere apostar na loteria que paga $100 com probabilidade de
10% ou $0 com probabilidade de 90%7?

v' Amante do risco: individuo que prefere a loteria
v Neutro ao risco: individuo indiferente entre a loteria e o valor atuarial
v' Avesso ao risco: individuo que prefere o valor atuarial com certeza

U(W)=InW
No grafico ao lado, a utilidade da riqueza é dada 342 US30) _Wouwy
pela funcao logaritmica: U(W) = In (W) 3.0 ; llﬁ?
A loteria é: 80% de chance de ganhar $5 e 20% 2.30 = U[E(W)] 101 2.30
de chance de ganhar $30 P 0 | 340
1.0

10



Definicao de Aversao ao Risco

Valor Atuarial da Loteria:
O valor atuarial da loteria é seu resultado esperado:
E(W) =0,80.$5 + 0,20.$30 = $10

A utilidade dariqueza esperada pode ser lida
diretamente da funcao utilidade: U[E(W)] = 2,30

Utilidade da loteria:

Pela funcao de utilidade esperada, a utilidade da
loteria é igual a utilidade esperada da riqueza
(valor esperado da utilidade da riqueza) fornecida
pela loteria, ou seja:

E[U(W)] = 0,80.U($5) + 0,20.U($30)
E[U(W)] = 0,80.(1,61) + 0,20.(3,40) = 1,97

Se a utilidade dariqueza esperada € maior do que a utilidade esperada da riqueza:

U(W)=1nW

3.4 = UN($30)
3.0+

2.30 = U[E(W)]
1.97 = E[U(W)]
1.61 = U($5)

1.0 -

individuo avesso ao risco

11



Definicao de Aversao ao Risco

O individuo recebe mais utilidade pelo valor atuarial da loteria obtida com certeza do que com a propria loteria =
individuo é avesso ao risco!

Graficamente e matematicamente, as definicdes sao:

U[E(W)] < E[U(W)] U[E(W)] = E[U(W)] U[E(W)] > E[U(W)]
Amante do Risco Neutro ao Risco Avesso ao Risco
Funcao estritamente convexa Funcao linear Funcao estritamente cOncava

U(W) (W) U(w)

Ulh) Uib)

Uib)

Ula)

Ula)

Ua)




Definicao de Aversao ao Risco

Suponha que o Sr. Silva tem uma funcao utilidade
logaritmica, rigueza corrente igual a $10 e se depara com a
loteria representada no grafico ao lado

Quanto o Sr. Silva esta disposto a pagar nao entrar na
loteria?

Se ele né&o fizer nada, ele tem 80% de chance de perder $5
e 20% de chance de ganhar $20

= Sr. Silva tem um nivel esperado de riqueza de $10 (igual
a suariqueza corrente) = valor atuarial

= A utilidade esperada da loteria € igual a 1,97 unidades e
0 nivel de riqueza equivalente a 1,97 unidades de
utilidade é $7,17 [= exp(1,97)]

Para evitar a loteria, o Sr. Silva esta disposto a pagar:
$10-$7,17 =% 2,83 > Prémio de Risco de Markowitz

Se for oferecido um seguro contra a loteria para o Sr. Silva
que custe até $2,83, ele comprara o seguro

U(W)

34 =U($30)
3.0

2.30 = U[E(W)]
1.97 = E[U(W)]
1.61 = U(85)
1.0 1

13



Definicao de Aversao ao Risco

Premio de Risco: diferenca entre ariqueza esperada de um individuo, dada a loteria, e o nivel de riqueza
gue o individuo esta disposto a aceitar com certeza se a loteria deixar de existir, ou seja, seu
equivalente certeza

Custo da loteria: diferenca entre a riqueza corrente do
individuo e seu equivalente certeza U(W)=1nW

Note que, no exemplo anterior, a riqueza esperada e a riqueza
corrente sdo iguais no exemplo anterior ® mudanca esperada 3.4=U($30)
na riqueza € zero: nao ha diferente entre o prémio de risco e 0 3.0

custo da loteria
_ _ _ 2.30 = U[E(W)]
Considere o0 seguinte exemplo: 1.97 = E[U(W)]

Um individuo avesso ao risco tem a mesma funcao logaritmica 1.61 = U($5)
considerada anteriormente e a mesma renda corrente ($10)

v’ Loteria tem chance de 10% de ganhar $10 e 90% de
chance de ganhar $100

v' Renda corrente = $10
v' Renda esperada:

E(W) = $10 + [0,10.$10 + 0,90.$100] = $101 o
_ ~ _ quivalente
Ou: E(W) = 0,10.$20 + 0,90.$110 = $101 ”

1.0 4




Definicao de Aversao ao Risco

Neste exemplo: 3
Utilidade esperada da riqueza esperada (valor atuarial):
U[E(W)] = In(101) = 4,62 |

O custo da loteria é;:

~ Custo da loteria = riqueza corrente — equivalente

~ certeza

Valor esperado da utilidade da riqueza (utilidade
esperada da riqueza):
E[U(W)] = 0,10.U($20) + 0,90.U($110)
E[U(W)] = 0,10.(3,00) + 0,90.(4,70) = 4,53

Equivalente certeza = $92,76

= Prémio de Risco =riqueza esperada — equivalente
certeza *

Prémio de Risco = $101 - $92,76 = $8,24

Medida, em unidades monetarias, do prémio de
risco associado a loteria

Nesse caso, a loteria é favoravel = individuo paga um
prémio positivo pela loteria ‘

Custo da loteria = $10 - $92,76 = - $82,76

O individuo esta disposto a pagar $82,76 para entrar na
~ loteria (pagaria ainda mais se fosse menos avesso ao
- risco)

Para um individuo avesso ao risco, o0 prémio de risco é
sempre positivo, enquanto o custo da loteria pode ser
positivo, negativo ou zero, dependendo do risco da
loteria e de quanto espera-se que a loteria mude a renda
corrente

Vamos assumir que todos os individuos s&o avessos ao
- risco, ou seja:

- (i) Utilidade marginal da riqueza é positiva Umg(W) > 0;

(i) Utilidade marginal da riqueza € decrescente com o
nivel de rigueza: dUMg(W) /dW <0

15



Definicao de Aversao ao Risco

Definicdo especifica para aversao ao risco de Pratt (1964) e Arrow (1971): seja um individuo com um montante
corrente de riqueza (W); dé a ele o prémio uma loteria atuarialmente neutra igual a Z unidades monetarias

[E(Z) = 0]

Qual o prémio de risco n(W, Z) deve ser adicionado a loteria de forma que esse individuo seja indiferente entre a
loteria e o valor atuarial da loteria?

O prémio de risco deve ser uma funcgéo do nivel de riqgueza W e da loteria Z. Matematicamente,  é definido pelo
valor que satisfaz a seguinte igualdade:

E[Uw + 2)| = ulw + E(Z2) — (W, Z)]

Utilidade esperada do nivel Utilidade do nivel corrente de riqueza,
corrente de riqueza, dada a mais a utilidade do valor atuarial da
loteria loteria, menos o prémio de risco

Vamos usar a aproximacao em série de Taylor para expandir a funcao utilidade da riqueza ao redor de ambos os
lados da equacéo
Do lado direito, temos: U|W + E(Z) — n(W,Z)| = U|W — =(W, Z)], pois E(Z) = 0, de forma que a expans&o de
Taylor é:

UW —n] =UW) — .U (W) + termos de ordem maxima de ?



Definicao de Aversao ao Risco

A expansao de Taylor para o lado esquerdo é:
ElUWw +2)| = E[luW) + Z.U' (W) + %.Zz. U"(W) + termos da ordem méaxima de Z3]

ElUWw +2)| =uw) + % 0Z.U"(W) + termos de ordem menor do que o2
O resultado acima decorre de:
v E[U(W)] = U(W): riqueza corrente ndo é aleatéria
v E(Z) = 0: orisco é atuarialmente neutro
v' E[Z%] = ¢2: porque o7 = E[(Z) — E(Z)]?
Podemos, entdo, escrever que:

1
UW)—nm.U W)+ =UW) + E.UZZ, U"(W) + -
Resolvendo para o prémio de risco, temos:

Medida do prémio de risco de Arrow —
Pratt
Em que: o7 é a variancia do prémio da loteria Como e sempre positivo, o sinal do

prémio de risco é determinado pelo sinal
do termo entre parénteses



Definicao de Aversao ao Risco

Vamos definir a medida de Aversao ao Risco Absoluta
(ARA) como:

UII(W)
u'w)
= ARA é a medida de aversao para um dado nivel de
riqgueza

Como ARA muda com o nivel de riqgueza? ARA
provavelmente diminui com o0 aumento da riqueza

ARA = —

Se multiplicarmos ARA pelo nivel de riqueza, obtemos a
Aversao ao Risco Relativa (ARR):

Ull(W)

u'(w)
A aversao ao risco relativa constante implica que um
individuo tera aversao ao risco constante para uma

perda proporcional da riqueza, embora a perda absoluta
aumente com a riqueza

RRA = —W.

Funcéo utilidade Quadratica:
UW) = aW — bW?
Primeira derivada (Utilidade Marginal):
U'(W)=a-2bW
Segunda derivada (mudanca da Umg):

U'"(W)=-2b
Logo:
Y ARA = = o T > 0
v RRA = 2b _dRRA>O

a/w—2b" dw
A funcéao utilidade quadratica exibe ARA e RRA
crescentes, 0 que € pouco intuitivo:

= De acordo com este resultado, um individuo com
RRA crescente deveria se tornar mais avesso ao
risco para um dado percentual de perda da riqgueza
conforme a riqueza aumenta

18



Definicao de Aversao ao Risco

Friend e Blume (1975) utilizaram dados de dividendos de carteiras reportados ao Internal Revenue Service (EUA)
para estimar mudancas no ARA e no RRA como funcao da riqueza dos investidores

Os resultados foram consistentes com uma poderosa funcao utilidade, para W > 0, o que pode ser escrita como:
U(w) =-wW -1 Uw)=w-=>0; U”(W)=-2W 3<0

Para essa poderosa funcéo utilidade, as medidas de averséo ao risco sao:
-2W3 _ 2 d(ARA)
w2 W daw

_w 2 _ . d(RRA)
RRA=W._.=2; =

ARA = — <0

<0

A poderosa funcéao utilidade é consistente com os resultados empiricos e exibe todas as propriedades
intuitivamente plausiveis:

() A utilidade marginal da riqueza € positiva;

(i) Autilidade marginal da riqueza decresce com o0 aumento da riqueza;
(i) A medida da ARA decresce com 0 aumento da riqueza; e

(iv) RRA é constante.

19



Comparacao da Aversao ao Risco

E se compararmos a medida do prémio de risco de Markowitz com a medida de prémio de risco de Arrow-
Pratt?

= Medida de Arrow-Pratt de aversao ao risco (ARA e RRA) assume gue 0 risco é pegueno e atuarialmente neutro:
medidas uteis para distinguir entre os diversos tipos de funcao utilidade cbncavas

= Medida de prémio de risco de Markowitz simplesmente compara as riquezas associadas a E[U(W)] com U[E(W)]
e nao € limitado pelos pressupostos de Arrow-Pratt: em geral, essa medida € superior para riscos grandes e
assimetricos

Vamos utilizar um exemplo para comparar os resultados das duas medidas

Um individuo com funcéo utilidade logaritmica e nivel de rigueza de $20.000 esta exposto a dois diferentes riscos:
(1) 50% de chance de ganhar ou perder $10; e (2) 80% de chance de perder $1.000 e 20% de chance de perder
$10.000

Qual o prémio de risco requerido por este individuo que se depara com cada um desses riscos? Note que o
primeiro risco € pequeno e atuarialmente neutro; o segundo risco é grande e muito assimeétrico.

20



Comparacao da Aversao ao Risco

T =

1 ( U"(W)) O prémio de risco de Markowitz requer o calculo da
= —.07,.
2

SUw) utilidade esperada do jogo:
E[UW)] = ) pi. UMW)

A variancia do primeiro risco é dada por:

1 1
07 = z pi- (X; — E(X))? E[UW)] = > U(20.010) + > U(19.990)
1 1
1 1 __ _ _
= 100 O equivalente certeza da riqueza € aquele que torna o
individuo indiferente entre o nivel corrente de riqueza,
A relacéo entre a primeira e a segunda derivada da dada a loteria, e uma riqueza menor, mas recebida com
funcéo de utilidade logaritmica avaliada para o nivel certeza. Logo, o equivalente certeza € o nivel de riqueza
de rigueza de $20.000 é: associado a utilidade de 9,903487428:
UW)=—=elU’ W)=-—2Z®W__1___1 W = ) = $19.999,9974998
w w ur(w) w 20.000

O valor esperado da riqueza com certeza é:
Logo, a medida de prémio de risco de Arrow-Pratt é: E(W) = $20.000

~ L 100 1
T=o Y 20.000

= $0.0025 Logo, o prémio de risco de Markowitz é:
’ m = 20.000 — 19.999,9974998 = $0,0025002

21



Comparacao da Aversao ao Risco

Exercicio:
Repita os calculos anteriores para o segundo risco do exemplo anterior.

Vocé vera gque os pressupostos de Arrow-Pratt ndo representam uma boa aproximacao para riscos grandes e
muito assimetricos

Os resultados irdo mostrar que o prémio de risco de Arrow-Pratt é de $324 no segundo caso, enquanto 0 prémio
de risco de Markowitz € de $489 (riqueza esperada igual a $17.200 e equivalente certeza igual a $16.711).

Para calcularmos o custo da loteria o invés do prémio de risco, devemos subtrair o equivalente certeza de
$16.711 da rigueza corrente igual a $20.000 = custo da loteria é de $3.289: o individuo pagaria ate $3.289 para
evitar a loteria

22



Comparacao da Aversao ao Risco

1 (U
T = E.O'Z.(— U’(W))

A variancia do segundo risco € dada por:

0F = zpi- (X; — E(X))?

o7

= 0,8.(19.000 — 17.200)2 + 0,2. (10.000 — 17.200)2
= 12.960.000

A relacao entre a primeira e a segunda derivada da
funcao de utilidade logaritmica avaliada para o nivel
de riqueza de $20.000 é:

UW)=tevrwy=-LolW__1L__ 1

w2 U w) W 20.000

Logo, a medida de prémio de risco de Arrow-Pratt é:

1 1
m=7 12.960.00. (— <— 20.000)) = $324

O prémio de risco de Markowitz requer o calculo da
utilidade esperada do jogo:

E[UW)] = ) pi. UMW)

ElU(W)] = 0,8.U(19.000) + 0,2.U(10.000)
E[U(W)] = 0,8.In19.000 + 0,2.1n 10.000 = 9,7238235

O equivalente certeza da riqueza € aquele que torna o
individuo indiferente entre o nivel corrente de riqueza,
dada a loteria, e uma rigueza menor, mas recebida com
certeza. Logo, o equivalente certeza € o nivel de riqueza
associado a utilidade de 9,7238235:

W ="M =$16.711

O valor esperado da riqueza com certeza é:
E(W) =$17.200

Logo, o prémio de risco de Markowitz é:
m=17.200 —16.711 = $489
Custo da loteria: 20.000 — 16.711 = $3.289
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Dominancia Estocastica

Qualquer investidor busca maximizar sua utilidade esperada da riqueza: utilidade esperada é uma boa medida

para fazer escolha sob incerteza

Matematicamente, o ativo X, com distribuicdo cumulativa de probabilidade Fx(W), é estocasticamente dominante
sobre outro ativo y, com distribuicao cumulativa de probabilidade Gy(W), para um conjunto de funcdes utilidade

nao-decrescentes se;: _
F,(W) < G,(W), paratodo W

S—

F,.(W;) < G,(W;), paraalgum W;

—

Dominancia Estocastica de
Primeira Ordem

Se as condicoes acima forem verdadeiras, dizemos que x domina y

da distribuicéo de x

O gréfico ao lado mostra um exemplo de dominancia
estocastica de primeira ordem, assumindo que a distribuicao
da riqueza dos dois ativos é uma distribuicdo normal

x domina y porque a distribuicdo de y esta sempre a esquerda

f(W)
nS(W)




Dominancia Estocastica

A dominancia estocastica de primeira ordem ¢é aplicavel a todas as funcdes utilidade crescentes = individuos
com qualquer tipo de postura perante o risco iriam preferir o ativo x ao ativo y

= A dominancia estocastica de primeira ordem garante que a utilidade esperada da riqueza oferecida por x sera
maior do que aquela oferecida por y para todas as funcdes utilidade crescentes

Considere a definicdo da utilidade esperada:

fiw)

E[(UW)] =f uw).f(w).dw

Em que: U(W) = funcéao utilidade; W = nivel de riqueza,
f(w) = frequéncia de distribuicado da riqueza

A utilidade esperada € a soma das utilidades para todos os possiveis
niveis de riqgueza ponderados pela sua probabilidade

!
U(W) :
No grafico ao lado, as funcdes utilidade séo lineares. Para um dado nivel | Crescente
de riqueza, fi(W) mostrada no grafico superior, 0 aumento da funcéo |
utilidade associa um maior nivel de utilidade ao nivel de riqueza oferecido : '
pelo ativo x do que pelo ativo y. Isso é verdade para todas as frequéncias!  Ulxlb----~—-—54 ~ N&o crescente
= A utilidade esperada da riqueza do ativo x € maior do que do ativo y Vo)== J : y

para o conjunto de funcoes utilidade crescentes (utilidade marginal da

riqueza crescente) .



Dominancia Estocastica

A Assume que as utilidades marginais da riqueza sao positivas,
mas também que a utilidade total aumenta a taxas decrescentes = func¢des utilidade sao ndo-decrescentes e

estritamente concavas (individuos sao avessos ao risco)
O ativo x € dominante estocasticamente sobre o ativo y para todos 0s investidores avessos ao risco se:
W f(W)

J_[G6y(W) — F,(W)].dW = 0 paratodo W | pominancia Estocastica de

G,(W;) # F,(W;) paraalgum W; Segunda Ordem

Ou seja: as funcdes densidade cumulativas podem se cruzar (como no exemplo dos
graficos ao lado)

O ativo x ird dominar o ativo y se o investidor for avesso ao risco, uma vez que o
valor esperado da riqueza é o mesmo para os dois ativos, mas y tem mais risco

——————— . —

O critério da dominancia estocastica de segunda ordem requer que a diferenca das
areas sob as funcdes densidade cumulativas seja positiva abaixo de qualquer nivel
de riqueza (Wi) = até a média, G, (W) é estritamente maior do que F,(W); apds a

meédia, o0 contrario é verdadeiro
F(G,(W) - F(W)ldW

A soma das diferencas entre das duas |
~ . . ’, |
funcOes densidade cumulativas € sempre '.
. . . |
maior ou igual a zero: x domina y ! .

M= 4,
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Dominancia Estocastica

Maximizac&o da utilidade esperada e dominancia estocastica

A funcao utilidade concava de um investidor avesso ao risco tem a propriedade de que o aumento na utilidade
para mudancas constantes da riqueza diminui conforme a riqueza aumenta = para uma dada frequéncia da

rigueza, fi(W), a variacdo da riqueza sera a mesma AW, e AW,

A diferenca da utilidade entre x e y abaixo da média é muito maior do que a
diferenca da utilidade para a mesma mudanca da riqueza acima da media

= Se tomarmos a utilidade esperada pareando todas essas diferencas de igual
probabilidade, a utilidade esperada de x € maior do que a utilidade esperada
dey

= Se o0 individuo for neutro ao risco, as diferencas da utilidade acima e abaixo
da média serdo sempre iguais, logo, o investidor é indiferente entre os ativos
Xxey

fiw)

Concave
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Média e Variancia como Critérios de Escolha

A variacao da rigueza em um entre o inicio e o final de um periodo pode ser observada pelo seu retorno:

g =W
] WO

Se, no final do periodo, a rigueza por em um ativo j € normalmente distribuida com média W e variancia o,
entao, o retorno do ativo j também sera normalmente distribuido com:

, 2
Média: E(R;) = ES;/’) — 1 e Variancia: o = 2%
0 0

Assumindo que o retorno do ativo € normalmente
distribuido com média E e variancia o2, podemos 4 oo

escrever a funcao utilidade como: / E(U) = f UR).f(R;E,0).dR
U=U(R;E, o)

A utilidade esperada €, portanto:

— 00

Queremos expressar a curva de indiferenca de um investidor avesso ao risco como funcao da media e variancia
da distribuicdo dos retornos

= A curva de indiferenca € o mapeamento de todas as combinacdes de risco e retorno que levam ao mesmo
nivel de utilidade esperada

= Se as combinacdes oferecem utilidade esperada idénticas, o investidor sera indiferente entre elas
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Média e Variancia como Critérios de Escolha

Queremos mostrar que a taxa marginal de substituicdo entre o retorno e o
risco € positiva e que as curvas de indiferenca do investidor avesso ao risco
Sao convexas

1) Vamos converter os retornos aleatérios em uma variavel com distribuic&o
normal padrao (media zero e variancia 1) pela variavel a seguir:

R—FE
o

7 =

Logo, temos que:
§=E+JZ,Z—§=J, dR = 0.dZ
Quando: R = —o0 - Z = —oo e quando R = +00 - Z = +o0

2) Utilizando a substituicdo de variaveis, podemos reescrever a utilidade
esperada como:

E(U) = j +Oou(E +06Z).f(Z;0,1).dZ

E(R)
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Média e Variancia como Critérios de Escolha

3) Vamos derivar a utilidade esperada com respeito ao desvio padrao dos
retornos:

dE(U)—J+OOU’(E+ Z) dE+Z (Z;0,1).dZ =0
de )__ ?“)\deo J(Z:0,1).d2 =

Um curva de indiferenca € definida como o locus de pontos em que a
mudanca na utilidade esperada é igual a zero = a solucéo da equacéao
acima representa uma curva de indiferenca

Separando os termos, temos:
dE (+*
S do)_,

Assim, a inclinagao da curva de indiferenca é:
dE [T U'(E+06Z)Zf(Z;0,1).dZ
do  [**y/(E+0Z)f(Z;0,1).dZ

v' O denominador € positivo por causa do pressuposto de que a utilidade
marginal € positiva: pessoas preferem do que menos

+ 00
0 U(E+0Z).f(Z;0,1).dZ + f U'(E+0Z)Zf(Z;0,1).dZ

v' O numerador é negativo considerando que temos um investidor avesso
ao risco com uma funcéo utilidade estritamente concava

E(R)
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Média e Variancia como Critérios de Escolha

Na figura ao lado € possivel ver que a utilidade marginal de todo valor

negativo de Z é maior do que a utilidade marginal de um valor positivo de Z v Slope equals

igualmente provavel ' MUof (-Z) Slope equals
. , . . MU 0f(+Z)

Como isso € verdadeiro para todos os pares de resultados +Z7, a integral do

denominador é negativa e a razao toda é sempre positiva

= Logo, a inclinacao da curva de indiferenca do investidor avesso ao risco
(taxa marginal de substituicdo entre a média e variancia) € sempre positiva,
exceto quando o = 0, em que a inclinacao é sempre zero

Curvas de Indiferenca de
um investidor avesso ao
E(R) risco
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Média e Variancia como Critérios de Escolha

Na figura ao lado é possivel ver que a utilidade marginal de todo valor
negativo de Z é maior do que a utilidade marginal de um valor positivo de Z Slope equals

igualmente provavel

Como isso é verdadeiro para todos os pares de resultados +Z, a integral do
denominador é negativa e a razao toda é sempre positiva

= Logo, a inclinacao da curva de indiferenca do investidor avesso ao risco
(taxa marginal de substituicdo entre a média e variancia) € sempre positiva,
exceto quando g = 0, em gue a inclinacdo é sempre zero

Pontos A, B e C estdo sobre a mesma
curva de indiferenca: igualmente preferiveis
Curvas de indiferenca mais altas
aumentam a utilidade esperada: preferimos
0 ponto D ao ponto C = ponto D tem risco
muito menor, 0 que compensa 0 menor
retorno

Ac curvas de indiferenca nao sao
necessariamente paralelas, mas elas nao
podem se cruzar ou se tocar

UD) My of (-Z) Slope equals
/ _ MU of (+2)
P

E(R)
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Um Paradoxo da Média Variancia

A caracterizacao do risco e retorno pela média e variancia das distribuicGes pode nao ser sempre correta: €
correto apenas quando os retornos possuem distribuicdo normal

Considere o exemplo: duas empresas com mesmo ativo total e mesma distribuicao da receita operacional bruta
diferem apenas em relacdo a seu nivel de alavancagem:

Ativos Passivos Ativos Passivos
Divida: SO Divida: $10.000
PL: $20.000 PL: $10.000
$20.000 | $20.000 $20.000 | $20.000
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Um Paradoxo da Média Variancia

Os nameros para os diferentes estados da natureza sao:

Estado Economico da Natureza

Péssimo Ruim Neutro Bom Excelente

Receita Operacional Liquida S 1,200.00 $ 1,600.00 S 2,000.00 S 2,400.00 S 2,800.00
Probabilidade 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
FirmaA

Despesas Financeiras S - S - S - S - S -
Lucro Antes do Imposto S 1,200.00 S 1,600.00 S 2,000.00 S 2,400.00 S 2,800.00
Imposto (50%) S -600.00 S -800.00 S -1,000.00 S -1,200.00 S -1,400.00
Receita Liquida S 600.00 S 800.00 S 1,000.00 S 1,200.00 S 1,400.00
Lucro por Acdo (200 acdes) S 3.00 S 400 S 500 S 6.00 S 7.00

Firma B

Despesas Financeiras S -600.00 S -600.00 S -600.00 S -600.00 S -600.00
Lucro Antes do Imposto S 600.00 S 1,000.00 S 1,400.00 S 1,800.00 S 2,200.00
Imposto (50%) S -300.00 S -500.00 S -700.00 S -900.00 S -1,100.00
Receita Liquida S 300.00 S 500.00 S 700.00 S 900.00 S 1,100.00
Lucro por Acdo (100 acdes) S 3.00 S 5.00 S 7.00 S 9.00 S 11.00




Um Paradoxo da Média Variancia

= A média e o DP dos ganhos por acdo da empresa A sdo $5 e $1,41, respectivamente
= A média e o DP dos ganhos por acdo da empresa B séo $7 e $2,82, respectivamente

A figura ao lado mostra as estatisticas das duas
empresas

v Individuo | seria indiferente entre as combinacdes de
risco e retorno das duas empresas

v" Individuo Il (menos avesso ao risco) prefere a
alternativa B, que tem maior retorno

v" Individuo Il prefere a alternativa A, que tem menor
risco

Paradoxo: ganhos por acao da firma B s&o iguais ou
maiores do que os ganhos por acao dafirma A em
todos os estados da natureza

Critério da média-variancia leva a resultados errados:
nenhum investidor com utilidade marginal positiva deve
preferir a empresa A

E(eps)

o(eps)
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Um Paradoxo da Média Variancia

A questdo é que a distribuicao dos resultados n&o € normal: distribuicao retangular com iguais probabilidades em

todos os estados da natureza

Podemos usar a dominancia estocastica de segunda ordem para qualquer distribuicdo, como pode ser visto na
tabela e no grafico a seguir

Como a area acumulada sob a distribuicdo dos ganhos por acao oferecidos pela firma B € sempre menor ou igual
a ara acumulada pela firma A, podemos dizer que B claramente domina A

Lucro por Agao (LPA) Prob (B) Prob (A) F(B) G(A) F-G Prob. Acum. (F-G)
S 3.00 0.20 0.20 0.20 0.20 0.00 0.00
S 4.00 0.00 0.20 0.20 040 -0.20 -0.20
S 5.00 0.20 0.20 0.40 0.60 -0.20 -0.40
S 6.00 0.00 0.20 0.40 0.80 -0.40 -0.80
S 7.00 0.20 0.20 0.60 1.00 -0.40 -1.20
S 8.00 0.00 0.00 0.60 1.00 -0.40 -1.60
S 9.00 0.20 0.00 0.80 1.00 -0.20 -1.80
S 10.00 0.00 0.00 0.80 1.00 -0.20 -2.00
S 11.00 0.20 0.00 1.00 1.00 0.00 -2.00
1.00 1.00

Probability == Solid line is Company A
————— Dashed line is Company B

e ——————
e ————— —

A
-
>»

1 ]

-4

Cumulative probability
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