
direção dada por (φ, θ) do item anterior, calcule explicita-
mente a matriz

ΛB(Va) := ΛR(φ, θ) ΛB1(V ) ΛR(φ, θ)−1

e interprete seu significado. Expresse-a em termos de V e
nj := V j/V ;

(c) Mostre que ΛB(Va)−1 = ΛB(−Va);

(d) Analise os casos particulares em que a direção de Va coincide
com cada um dos versores eaj e, independentemente, o limite
de baixas velocidades (no qual se desprezam fatores da or-
dem de V 2/c2). Discuta como o resultado do item anterior,
combinado com essas análises, reforça a interpretação de que
ΛB(Va) mantém os respectivos versores espaciais eaj e ẽaj “o
mais alinhados posśıvel”;

(e) A despeito da discussão do item anterior, do ponto de vista do
observador O (associado a {eaµ}), o alinhamento dos “eixos

espaciais” de Õ (associado a {ẽaµ}) com os seus próprios não
é, em geral, perfeito. Faça uso de um caso particular — por
exemplo, Va = V (ea1+ea2)/

√
2 — para ilustrar explicitamente

esse fato, mostrando, em especial, que, de acordo com O, os

“eixos espaciais” de Õ nas direções de ẽa1 e ẽa2 nem sequer
são ortogonais.

Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L↑+ como:

Λ(Va, φ, χ, θ) := ΛR(φ, χ, θ) ΛB(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = −1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ΛR de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ΛB, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ´. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)×V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)×V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}×V ⊂ O(3, 1)×V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em V
como ι∗o(v

a) = va + ca, representam mapeamentos ι ∈ P que simples-
mente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento orien-
tado: p 7→ ι(p), ca = ψ(p, ι(p)) — ou seja, ι = Sca ; vide Exerćıcio
em que Sua é definido, antes do ińıcio da Subseção 2.3.1. Por isso, es-
ses elementos de P são chamados de translações espaço-temporais. Já
elementos (λι,0) do subconjunto O(3, 1)×{0} ⊂ O(3, 1)×V (identifi-
cado naturalmente com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V
de acordo com a Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ι ∈ P que
mantêm invariante o evento de referência o ∈ M e mapeiam os outros
eventos de modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) × V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ϕ : P → O(3, 1) × V a bijeção mencionada acima,
ι 7→ ϕ(ι) = (λ, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27) — que
depende da escolha de o ∈M e {eaµ}. Definindo, em O(3, 1)×V,
o produto

(λ1, c
a
1) · (λ2, c

a
2) := (λ1λ2, λ1(ca2) + ca1)

— lembrando que a atuação de λ ∈ O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

(a) Mostre que O(3, 1)×V munido dessa operação binária é um
grupo — denotado por O(3, 1) n V13 —, deixando clara a
forma da identidade desse grupo e do elemento (λ, ca)−1 (o
elemento inverso de (λ, ca));

(b) Mostre que o subconjunto O(3, 1) × {0} (identificado natu-
ralmente com o grupo de Lorentz O(3, 1)) é um subgrupo de
O(3, 1) nV;

(c) Mostre que o subconjunto {1}×V (identificado naturalmente
com o grupo das translações espaço-temporais) é um sub-
grupo normal de O(3, 1) n V; ou seja, além de mostrar que

13Como já visto numa nota de rodapé anterior, A n B denota o produto semi-direto
entre o grupo A e o grupo B, de acordo com uma regra espećıfica de produto segundo
a qual A é um subgrupo e B é um subgrupo normal de A n B — vide item (c) deste
exerćıcio.
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{1} × V é subgrupo de O(3, 1) n V, mostre a condição de
estabilidade de {1} × V:

(λ, ca1) · (1, ca2) · (λ, ca1)−1 ∈ {1} × V

para quaisquer λ ∈ O(3, 1), ca1, c
a
2 ∈ V;

(d) Mostre que, para quaisquer ι1, ι2 ∈ P , tem-se

ϕ(ιi ◦ ι2) = ϕ(ι1) · ϕ(ι2).

(Ou seja, ϕ : P → O(3, 1) n V é um homomorfismo e, por
também ser bijetor, um isomorfismo entre grupos.)

Os resultados do exerćıcio acima mostram que os grupos P e O(3, 1)nV
são isomorfos, P ∼= O(3, 1)nV, o que, na prática, significa que podemos
pensar neles como sendo o mesmo grupo — embora, concretamente, os
tenhamos definido atuando em espaços distintos (M e V, respectiva-
mente).

Para nos certificarmos de que compreendemos a maneira como cada
elemento de O(3, 1)nV induz uma isometria ι ∈ P , vamos representar
a ação dessas isometrias em M. Para isso, precisamos escolher um
evento de referência (qualquer) o ∈ M e uma tetrada (qualquer) {eaµ}
em o. Feitas essas escolhas, comecemos representando a atuação das
isometrias discretas associadas aos elementos T, P e PT = −1:

sa = sµeaµ





T7→ saT = sµTαµeaα = −s0ea0 + sjeaj
P7→ saP = sµPα

µeaα = s0ea0 − sjeaj
−17→ sa−1 = −sµeaµ

. (2.43)

Em palavras, T simplesmente induz uma inverção do sinal da compo-
nente temporal do 4-vetor −→op, enquanto P induz a inversão dos sinais
apenas das componentes espaciais desse mesmo 4-vetor (em relação à
tetrada {eaµ} e evento o ∈ M escolhidos); PT, ao fazer ambos, inverte

completamente a orientação de −→op (vide Fig. 2.17). Por essas razões,
T e P são denominados de reversão temporal e reversão espacial, res-
pectivamente. (P também é chamado de transformação de paridade.)

Como qualquer elemento de O(3, 1)nV pode ser expresso como um

produto (λ, ca) · (λX,0), com λ ∈ L↑+ e λX representando as simetrias
discretas discutidas acima, podemos, agora, nos concentrar apenas na
atuação das isometrias cont́ınuas associadas a (λ, ca) ∈ L↑+ nV. Essas
isometrias são caracterizadas por 10 parâmetros reais cont́ınuos, que
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cada mapeamento ◆ : M ! M induz um mapeamento ⇡ : V ! V dado
por5 (vide Fig. 2.13)

⇡( o(p)) :=  o(◆(p)) (2.24)

ou, de forma mais simbólica,

⇡ :=  o � ◆ �  �1
o . (2.25)

MI

o

p

i(p)
V

0

yo

yo-1

y(o,p)
y(o,i(p))

i

p

= y(o,o)

Figura 2.13: Representação esquemática da relação entre ◆ : M ! M e
⇡ : V ! V, definida pela Eq. (2.25).

Esse mapeamento ⇡ tem algumas propriedades. A mais evidente
é sua bijetividade, que decorre imediatamente de sua definição (como
composição de mapeamentos bijetores). Mas, além disso, definindo-se
um outro mapeamento ◆⇤ : V ! V por

◆⇤( (p, q)) :=  (◆(p), ◆(q)), p, q 2 M (2.26)

(vide Fig. 2.14), tem-se:

5O mapeamento ⇡ assim definido depende, evidentemente, do evento o 2 M escolhido
como referência, de modo que, talvez, fosse mais preciso denotá-lo por ⇡o. No entanto,
como nosso objetivo final é determinar todas as isometrias ◆ 2 P e isso pode ser feito
mantendo-se fixo o evento o 2 M, não complicaremos desnecessariamente nossa notação.
Além disso, veremos que, embora para uma mesma isometria ◆ 2 P, tenha-se, em geral,
que ⇡o e ⇡eo são diferentes, existe uma outra isometria e◆ 2 P tal que o mapeamento e⇡o

associado satisfaz e⇡o = ⇡eo. Portanto, como era de se esperar, mudar o evento de referência
não muda o conjunto final obtido P.
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(b) Usando o resultado do item anterior e o fato que ⌘ = ⌘�1,
mostre que se ⇤ 2 O(3, 1), então ⇤> 2 O(3, 1) — o que
mostra o quão arbitrária era a escolha de indexação de linhas
e colunas que fizemos anteriormente;

(c) Mostre que se ⇤1,⇤2 2 O(3, 1), então (⇤1⇤2) 2 O(3, 1);

(d) Mostre que se ⇤1,⇤2 2 O(3, 1), então o sinal de (⇤1⇤2)
0
0 é

igual ao sinal do produto (⇤1)
0
0(⇤2)

0
0;

(e) Mostre que L"
+ é um subgrupo de O(3, 1) (chamado grupo

de Lorentz próprio e ortócrono, ou restrito);

(f) Mostre que a união de L"
+ com qualquer um dos outros três

subconjuntos L#
+, L"

�, L#
� também forma um subgrupo de

O(3, 1). (Vide nota de rodapé anterior para a nomenclatura
de alguns desses subgrupos.)

Até agora, analisamos propriedades de ⇤ pertencentes a cada um
dos subconjuntos L"

+, L#
+, L"

� e L#
�, mas não mostramos a existência

desses elementos — ou seja, que esses subconjuntos não são vazios.
Mas isso é fácil de se verificar por inspeção direta, pois claramente
1 2 L"

+ (o que o(a) leitor(a) já deve ter notado para resolver o item

(e) do exerćıcio anterior), T := ⌘ 2 L#
�, P := �T 2 L"

� e PT =

�1 2 L#
+. Além disso, dada uma matriz ⇤ 2 L"

+, pode-se mostrar

facilmente, com base no exerćıcio anterior, que T⇤ 2 L#
�, P⇤ 2 L"

�
e PT⇤ = �⇤ 2 L#

+. (Exerćıcio: Mostre isso.) Inversamente, T, P e

TP aplicados em elementos de L#
�, L"

� e L#
+, respectivamente, levam a

elementos de L"
+. E como essas matrizes T, P e TP são inverśıveis (em

particular, são suas próprias inversas: T2 = P2 = (PT)2 = 1), elas

provêem uma bijeção entre L"
+ e qualquer outro dos três subconjuntos

L#
�, L"

� e L#
+. Assim, para determinar a forma geral de um elemento

⇤ de O(3, 1) basta encontrarmos a forma geral de um elemento de L"
+

e, depois, aplicar cada uma das três matrizes T, P e TP = �110 (vide

10Nota técnica (apenas para os interessados, motivada pela discussão em aula): O con-
junto K4 := {1,T,P,�1}, com multiplicação de matrizes, possui estrutura natural de
grupo (e esse grupo é isomorfo a — ou seja, pode ser identificado com — o produto direto
Z2 ⇥ Z2 — chamado de grupo de Klein —, onde Z2 é o grupo de permutações de dois
elementos). Além disso, para M 2 K4, L"

+ 3 ⇤ 7! M�1⇤M 2 L"
+ é um automorfismo

em L"
+ — ou seja, uma bijeção de L"

+ em L"
+ que preserva sua estrutura de grupo. Com

isso, o grupo de Lorentz pode ser expresso como (i.e., é isomorfo a) o produto semi-direto
O(3, 1) = L"

+ o K4, com cada elemento dado por (⇤,M) 2 L"
+ ⇥ K4, com a regra de pro-

duto dada por (⇤1,M1) · (⇤2,M2) = (M�1
2 ⇤1M2⇤2,M1M2). Em particular, L"

+ é um
subgrupo normal de O(3, 1). Algumas outras maneiras de expressar o grupo de Lorentz
são como produto direto O(3, 1) = L" ⇥Z2 (com Z2 representado por {1,�1}) e produto
semi-direto O(3, 1) = L+ o Z2 (com Z2 representado por {1,P}, com a mesma regra de
produto definida no caso L"

+ o K4, mas agora para (⇤,M) 2 L+ ⇥ {1,P}).

62

(p)

(p)

(b) Usando o resultado do item anterior e o fato que ⌘ = ⌘�1,
mostre que se ⇤ 2 O(3, 1), então ⇤> 2 O(3, 1) — o que
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igual ao sinal do produto (⇤1)
0
0(⇤2)

0
0;

(e) Mostre que L"
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Até agora, analisamos propriedades de ⇤ pertencentes a cada um
dos subconjuntos L"

+, L#
+, L"

� e L#
�, mas não mostramos a existência

desses elementos — ou seja, que esses subconjuntos não são vazios.
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particular, são suas próprias inversas: T2 = P2 = (PT)2 = 1), elas
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provêem uma bijeção entre L"
+ e qualquer outro dos três subconjuntos

L#
�, L"

� e L#
+. Assim, para determinar a forma geral de um elemento

⇤ de O(3, 1) basta encontrarmos a forma geral de um elemento de L"
+

e, depois, aplicar cada uma das três matrizes T, P e TP = �110 (vide
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particular, são suas próprias inversas: T2 = P2 = (PT)2 = 1), elas
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+ é um subgrupo de O(3, 1) (chamado grupo
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Mas isso é fácil de se verificar por inspeção direta, pois claramente
1 2 L"
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cada mapeamento ◆ : M ! M induz um mapeamento ⇡ : V ! V dado
por5 (vide Fig. 2.13)

⇡( o(p)) :=  o(◆(p)) (2.24)

ou, de forma mais simbólica,

⇡ :=  o � ◆ �  �1
o . (2.25)

MI

o

p

i(p)
V

0

yo

yo-1

y(o,p)
y(o,i(p))

i

p

= y(o,o)

Figura 2.13: Representação esquemática da relação entre ◆ : M ! M e
⇡ : V ! V, definida pela Eq. (2.25).

Esse mapeamento ⇡ tem algumas propriedades. A mais evidente
é sua bijetividade, que decorre imediatamente de sua definição (como
composição de mapeamentos bijetores). Mas, além disso, definindo-se
um outro mapeamento ◆⇤ : V ! V por

◆⇤( (p, q)) :=  (◆(p), ◆(q)), p, q 2 M (2.26)

(vide Fig. 2.14), tem-se:

5O mapeamento ⇡ assim definido depende, evidentemente, do evento o 2 M escolhido
como referência, de modo que, talvez, fosse mais preciso denotá-lo por ⇡o. No entanto,
como nosso objetivo final é determinar todas as isometrias ◆ 2 P e isso pode ser feito
mantendo-se fixo o evento o 2 M, não complicaremos desnecessariamente nossa notação.
Além disso, veremos que, embora para uma mesma isometria ◆ 2 P, tenha-se, em geral,
que ⇡o e ⇡eo são diferentes, existe uma outra isometria e◆ 2 P tal que o mapeamento e⇡o

associado satisfaz e⇡o = ⇡eo. Portanto, como era de se esperar, mudar o evento de referência
não muda o conjunto final obtido P.
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Figura 2.17: Isometrias discretas ιX associadas aos elementos X ∈
{1,T,P,PT = −1}, para uma dada escolha de o ∈ M e tetrada {eaµ}.
Note que as imagens de cada evento p pelas isometrias ιX dependem sensi-
velmente da escolha de o e {eaµ}.

denotaremos por {σA}A=1,...,10 — 6 parâmetros para caracterizar a ma-
triz Λ associada a λ e 4 parâmetros para caracterizar o 4-vetor ca. Atu-
ando num evento p qualquer, caracterizado por sa(p) := ψ(o, p), o ele-
mento (λ, ca) o mapeia no evento p(σA) caracterizado por sa(p;σA) :=
ψ(o, p(σA)) dado por

sa(p;σA) = λ(sa(p)) + ca = (Λµ
νs
ν(p) + cµ)eaµ. (2.44)

Como as componentes cµ de ca, na tetrada escolhida, são arbitrárias,
elas podem ser adotadas como sendo os 4 parâmetros que caracterizam
as translações espaço-temporais. Já os 6 parâmetros que caracterizam
Λ podem ser escolhidos como sendo os ângulos (φ, χ, θ) e as compo-
nentes V j da 3-velocidade que aparecem na Eq. (2.42). Ordenemos
esses parâmetros de modo que (σA)A=1,...,10 := (cµ, V j, φ, χ, θ). Vamos,
então, tentar visualizar a atuação dessas isometrias em M.

A atuação de translações espaço-temporais e rotações espaciais, as-
sociadas aos 7 parâmetros cµ, φ, χ e θ já são bastante familiares em
f́ısica newtoniana, pois também representam simetrias naquele con-
texto. Além disso, já vimos que dados 3 parâmetros V j quaisquer,
podemos visualizar a atuação da isometria correspondente, primeiro
efetuando uma rotação que faça o mapeamento (V 1, V 2, V 3) 7→ (V, 0, 0)

— com V =
√

(V 1)2 + (V 2)2 + (V 3)2 —, em seguida aplicando um bo-
ost na direção de ea1 e, por último, “desfazendo” a rotação inicial —
vide item (b) do último Exerćıcio da Subseção anterior. Então, mais
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uma vez considerando que rotações já são bastante familiares, apenas
precisamos investigar a atuação da isometria associada à matriz de
boost ΛB1(V ) dada pela Eq. (2.39). Da Eq. (2.44), temos:

sa(p;V ) = [ΛB1(V )]µνs
ν(p) eaµ.

Note que fixado um evento p qualquer e variando-se o valor de V no
intervalo −c < V < c — V < 0 é equivalente a V > 0 com a orientação
de ea1 invertida —, p(V ) = ψ−1

o (sa(p;V )) descreve (a imagem de) uma
curva no espaço-tempo — chamada órbita de p por essas isometrias em
questão. Essas órbitas fornecem uma visualização concreta da atuação
dessas isometrias em M. (Note que cada evento de M pertence a uma,
e apenas uma, órbita — entenda o porquê.) A Fig. 2.18 representa
as órbitas associadas aos boosts em relação a o ∈ M, na direção de ea1
(suprimindo as direções ea2 e ea3).
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Figura 2.18: (a) Órbitas associadas aos boosts em relação a o ∈ M. (b) Re-
presentação da ação do boost associado a ΛB1(V ) (para um V fixo) sobre
alguns eventos e segmentos de retas (linhas tracejadas) em M. Linhas tra-
cejadas com a mesma cor são relacionadas por ΛB1(V ). Note que segmentos
de retas são mapeados em segmentos de retas.
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(b) Com a ajuda do item (d) do Exerćıcio ±, determine os valores
de V1 e V2 (em função de A e B);

(c) Mostre que {e′aj}j=1,2 e {ẽaj}j=1,2 não estão alinhados e que
estão relacionados por uma rotação em torno de e′a3 = ẽa3.
Determine o ângulo dessa rotação.

µ Seja ιϑ : M → M (com ϑ ∈ R) o boost associado a ΛB1(c tanhϑ)
em relação a um evento o ∈M e para uma dada escolha de {eaµ}.
(a) Mostre que ιϑ1 ◦ ιϑ2 = ιϑ1+ϑ2 ;

(b) Mostre que, como representado na Fig. 2.18, a órbita p(ϑ) :=
ιϑ(p) é uma hipérbole, uma semi-reta ou um ponto, depen-
dendo da localização de p em relação a o;

(c) Seja ψo(p) = sa = sµeaµ. Mostre que se |s0| < |s1|, então
p(ϑ) é uma linha-de-mundo uniformemente acelerada. Além
disso, calcule o valor da aceleração própria em função de sµ

e a relação entre ϑ e o tempo-próprio ao longo dessa linha-
de-mundo.
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